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در تقریب خطی، معادلٍ کردٌ ي معرفی َا یافته فًتًنَا ي شرایط مرزی مىاسب برای وظممخسن فًتًوی دارای يیصگی ما یک –چکیذٌ 

َای قطبی ي شعاعی ريابط بذست آمذٌ برای يیصٌ مذَا کىیم.  يابستگیدر دستگاٌ کريی حل میآن َلمًُلتس را  برای پتاوسیل برداری 

باعث محصًر شذن   رشیاوَای شعاعی ي  قطبی چگالی شار صفرَای متًالی مًلفٍ ،دَىذ. اضافٍ بر ایهاحتمال چگالیذگی آوُا را وًیذ می

 َا قابل مقایسٍ با شرایط آوُا در یک میکريکاياکشرایطی برای فًتًنشًد. در َر بستٍ فًتًوی مىظم می َای فًتًویَا در بستٍفًتًن

گرمایی تًاوىذ با حفظ تعذاد بٍ ترازمىذی َا میای کٍ رابطٍ پاشىذگی واوسبیتی شذٌ ي فًتًنگًوٍقابل فراَم شذن است بٍاپتیکی 

 برسىذ. 

  

 ، ٔیىزٚواٚان اپتیىیٞأؼادِٝ ِّٕٟٞٛتش تزداری، چٍاِی ؽار ا٘زصی، ٔذٞای پایا ٚ تزاسٔٙذ، چٍاِؼ فٛتٖٛ -وّیذ ٚاصٜ

An Investigation of the Modes of Radiation in a Symmetric Container in 

Equilibrium and the Possibility of Photon Condensation in an Extent  

Larger than Optical Microcavity 

Fatemeh Saeb, Mohammad Eatesami 

Physics Department, Yazd University, Yazd, Iran 

Abstract- We introduce a photon container with suitable characteristics and boundary conditions for photon ordering and in 

the linear approximation solve the Helmholtz equation for vector potential in spherical coordinates. The polar and radial 

dependences of the obtained relations for the eigenmodes advise a likelihood condensation. In addition the successive zeros 

of the radial component and polar component of the energy current density lead to photon confining in a configuration of 

photon bundles. For the photons in every bundle conditions comparable with their condition in an optical microcavity are 

providable so that their dispersion relation becomes non-relativistic and the photons may attain number conserving thermal 

equilibrium.  

Keywords: Vectorial Helmholtz Equation, Energy Current Density, Stationary and Equilibrium Modes, Photon 
Condensation, Optical Microcavity 

 

َا چگالش فًتًني امکان ترازمىذ درحالت مذَای تابش در یک مخسن متقارن بررسی 

    تر از میکريکاياک اپتیکیبسرگ گسترٌدر 

 فاعٕٝ فائة، ٔحٕذ اػتقأی 
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 مقذمٍ -1

در یه دعتٍاٜ فٛتٛ٘ی تٝ تؼادَ ٌزٔایی  BECلاسٔٝ ٚلٛع 

راتغٝ تز اعاط  تاؽذ.ٔیتا حفظ تؼذاد ٞا  درآٚردٖ  فٛتٖٛ

اعاعی دیٙأیه ٘غثیتی  
22

0
E E pc ٝارسی  ٞٓ و

 ٞافٛتٖٛحقٛر وزدٖ تا ٔ تٛأٖیدرتزدارد، را ا٘زصی  -خزْ

ی را ٚ خزْ عىٜٛ٘ وزد ٘ا٘غثیتی را ٞا آٖراتغٝ پاؽٙذٌی 

 BEC>  أىاٖ ٚلٛع 1=ٛ ٚ تٛیظچی ٘غثت داد. ٞا فٛتٖٛتٝ 

پزٚ پزؽذٜ  -ٞا در داخُ واٚان ٘اخغی فاتزی فٛتٖٛتزای 

ٞای پایٝ را ٔٛرد تحث ٚ تزرعی لزار  ٞایی در حاِت تا اتٓ

، > 3-2=چًٙٞای ٕٔتذ پضٚٞؼیه عّغّٝ در ا٘ذ.  دادٜ

 خغٓ عیاٜ ٘اخغی وزتاتؼ ٌزٔایی در چٍاِؼ تٝ تزرعی 

تٝ  ییٌزٔا یٞا فٛتٖٛوٝ  وزدٜ یٙیت ؼیپپزداختٝ ٚ 

 یدٔا زیدر س ی،ىیاپت ی٘الغث یٞا ٚاعغٝ ٔثادِٝ فٖٛ٘ٛ

. وٙٙذ یٌذار ٔچلا٘یذٜ ٕٞذٚط حاِت  هیتٝ  یٙیٔؼ

را ٞا چٍاِؼ فٛتٖٛتدزتی در ٔٛرد ٞای ٟٕٔتزیٗ وار

آٟ٘ا  .ا٘ذتٝ ثثت رعا٘یذٜ >5-4ٚ ٕٞىاراٖ = ٚیتشتاسٌی  تٝ

در دٔای اتاق در ٞا فٛتٖٛتزای  BECٚلٛع تٛا٘غتٙذ 

ؽذٜ تا وٛنٚ رٍ٘یٙٝ ٔحَّٛ حاٚی  ٔیىزٚواٚان اپتیىی

را ٔؾاٞذٜ ٚ ٔٛرد تدشیٝ ٚ تحّیُ لزار  ِیشرییه پزتٛ 

 ٔحقٛر وٙٙذٜ ُیواٚان پتا٘غ یٞا ٙٝیآر وار آٟ٘ا، ددٞٙذ. 

 .ذوٙ یٔ دادیا ٞا تٖٛفٛتزای  رأخاِف ففزی خزْ ٔٛثز ٚ

در ٌغتزٜ ٚعیغ ٚ در ؽزایظ عثیؼی  ٞافٛتٖٛچٍاِؼ 

تٝ آٖ یاتی دعت٘مغٝ ػغف ٟٕٔتزی اعت وٝ تزای 

ٞای ٔٛخٛد ٚ چٍٍٛ٘ی فائك آٔذٖ تز آٟ٘ا را تایذ چاِؼ

دٞیٓ ٘ؾاٖ ٔیٔا در ایٙدا ٔٛرد تحث ٚ تزرعی لزار داد. 

ؽزایظ  >،6=ایٓوٝ لثلاً پیؾٟٙاد وزدٜ ٔخشٖ فٛتٛ٘یدر وٝ 

 فزاٞٓٞای ٘ظٓ یافتٝ فٛتٛ٘ی اد خٛدتخٛدی آرایٝتزای اید

ؼ فٛتٛ٘ی در ِتزرعی أىاٖ ٚلٛع چٍااعت. تلاػ ٔا 

تذٖٚ اعتفادٜ اس ٔیىزٚواٚان اپتیىی ٚ  تشرٌتز اسای ٌغتزٜ

 اعت. پزتٛ ِیشر 

 بىذی فرمًلمعرفی مخسن فًتًوی ي  -2

، تیؾتز ٞا در ٌغتزٜ تشرياٖ چٍاِؼ فٛتٖٛتٛخٝ تٝ أى

 ٞای ٔٛخٛدٔٙؾاء چٍاِؼ در چٍاِٝ تٝ اس عزیك تٛخٝ

. ٔا در یه رٞیافت ٔیىزٚعىٛپی ٔثتٙی تز آیذتذعت ٔی

وٝ ػٛأُ افّی ایٓ تٛاتغ ٕٞثغتٍی، تٝ خٛتی ٘ؾاٖ دادٜ

ٞای تٛسٚ٘ی ٚ ٕٞثغتٍییؼٙی  ٞای ٌٛ٘اٌٖٛچٍاِؼ

اسی عاٍٞٙیؽذٌی لاتُ تزویة ٚ ٕٞٞای خفتٚاتغتٍی

ٞای تذیغ حتی چٍاِٝ عٛری وٝ دعتیاتی تٝ تٝ تاؽٙذٔی

تا ارائٝ یه در ایٗ خا  >.7=اعتپذیز أىاٖدر دٔای اتاق 

 فٛتٛ٘ی ٔخشٖ تزای یه ؽذٜ عادٜؽٙاعا٘ٝ رٞیافت پذیذٜ

-تیٙیپیؼوٙیٓ عؼی ٔی ٞا ٚ ؽزایظ ٔزسی ٚیضٜتا تمارٖ

پیؾٟٙادی ٔا  عتٍاٜد ٕ٘ائیٓ.د٘ثاَ را   ٞای لثّی خٛد

دٚ لغٕت تٝ ؽىُ ُ ؽأ، ٞاچٍاِؼ فٛتٖٛتزای تزرعی 

وٝ دٚ تاؽذ ٔیٔزتثظ تا ٞٓ   θ0تا ساٚیٝ راط دٚار ٔخزٚط

ٚ تٕأی ؽذٜ تغتٝ  a ا٘تٟای آٟ٘ا تا عغٛح وزٚی تٝ ؽؼاع

در یه  .>6=ا٘ذعغٛح داخّی آٖ تاستاب وٙٙذٜ وأُ

تٛاٖ اعتذلاَ وزد وٝ تزای ؽٙاعا٘ٝ ٔیتحّیُ پذیذٜ

دارد وٝ اس ٚخٛد  A دعتٍاٜ فٛتٛ٘ی پارأتز ٘ظٓ تزداری

 وٙذ:سیز پیزٚی ٔی ِٝٔؼاد

 (1)         2*
0 0i      A A.A A + A A                   

 

   ٔؼادِٝ تٝ ٔؼادِٝ ٔؼزٚف ِّٕٟٞٛتشایٗ در تمزیة خغی 

(2)        2 2
= 0   ,   k k c  A k               

 >8=ایاس عزیك لضیٝ (2)خٛاب ٔؼادِٝ ؽٛد. تثذیُ ٔی  

2ادِٝ اعىاِز ِّٕٟٞٛتش تٝ خٛاب ٔؼ 2( ) ( , , ) 0k r      

وٝ عثك آٖ  ؽٛدٔزتثظ ٔی
1

A ٚ2
A  تٝ فٛرت سیز

 ( خٛاٞٙذ تٛد:2دٚخٛاب ٔغتمُ ٔؼادِٝ )

(3)       
   

   1 2ˆ ˆr r k   A r A r      

-ٔغتمُ یىذیٍزر پتا٘غیُ تزداری اس د تخؼ ایٗ دٚعٟٓ 

ٞٓ دٚ عٟٓ ٔدشا  ٟااس آ٘ٔغتخزج وٕیت ٞای ِذا ا٘ذ، 

ٚ تزاسٔٙذ ٔذ پایا دعتٝ خٛاٞٙذ داؽت. در ٚالغ دٚ 

تٛاٖ آٟ٘ا را خذاٌا٘ٝ خٛاٞیٓ داؽت ٚ ٔی (1ٚ2)ٔذٞای 

ٔؼادِٝ ِّٕٟٞٛتش  خٛاب .ٔٛرد تحث ٚ تزرعی لزارداد

   ؽٙاعیٓ:اعىاِز را ٔی

(4    )
 

 

( , , ) ( ) ( )

(cos ) (cos )              

qm q q q q

qm qm

m m im
qm q qm q

r C j kr D n kr

M P N Q e


  

 

   



 
     

, , ,
q q qm qm

C D M N  َضزایة ثاتت ٞغتٙذ ٚ تا اػٕا

ففزتٛدٖ ِٔٛفٝ ٕٔاعی ٔیذاٖ یؼٙی  ؽزایظ ٔزسی

ٔؾخـ  ػٕٛدی ٔیذاٖ ٔغٙاعیغی،ِٔٛفٝ اِىتزیىی  ٚ 

ٞای خذاعاسی ٞغتٙذ وٝ ؽزط ته ثاتت q ٚ mؽٛ٘ذ. ٔی

ٞیچ  وٙذ أأحذٚد ٔی فحیح را تٝ اػذاد m ٔمذاری
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ٚخٛد ٘ذارد. در ٔغایُ ٔىا٘یه  qٔی تزای ٔحذٚدیت ٚ اِشا

وٛا٘تٛٔی تزای تزلزاری ؽزایظ فیشیىی لاسْ 

وٝ در ایٗ  ػذد فحیح( ا٘تخاب ؽٛد l)  q=l(l+1)اعت

ٚاتغتٝ  تٛاتغ تخؼ ؽؼاػی ٚ لغثی، خٛاب ٞای فٛرت 

ٚاٌزایی رٚی ٔحٛر تمارٖ . ِضا٘ذر ٚ تغُ وزٚی ٞغتٙذ

0ٔخشٖ  ٞا ٕٞاًٞٙ ار ٔا تا چٍاِؼ فٛتٖٛ، در و

ادأٝ  . دراعت  تٙاتزایٗ ٔا اِشأی تزای لیذ ٔذوٛر ٘ذاریٓ

ٞا در فٛتٖٛ،  q=l(l+1)تزای دٞیٓ وٝ حتی ٘ؾاٖ ٔی

ٞای ٔٙظٕی ٔؾاتٝ حاِت پایا ٚ تزاسٔٙذ در پیىزتٙذی

در ٌیز٘ذ. ٞا ٘ظٓ تٝ خٛد ٔیٞایی اس ٔیىزٚواٚانآرایٝ

ٞای پتا٘غیُ تزداری، ٔیذاٖ ادأٝ رٚاتظ ٔزتٛط تٝ

-اِىتزیىی ٚ ٔغٙاعیغی، چٍاِی ؽار ا٘زصی )تزدار پٛئیٗ

 ٚ  2ٔذ  ( ٚ چٍاِی ا٘زصی اِىتزٚٔغٙاعیغی تزای Sتیًٙ

را ٘ؾاٖ  1اس ٔذ   l,m;3,20تزخی ٘تایح ٔزتٛط تٝ ؽاخٝ  

 :دٞیٓٔی

 (5      ) (2)

( )
ˆ( 1) ( ) +

( )
ˆ( , ) ( ) +

( )
ˆ( )

sin

l
lm r

i m tl
lmlm

l
lm

V r
l l X

kr

W r
t Y e

kr

W rim
X

kr

 













 
 

 
 
 
 
 
  

e

A r e

e

   

 (2)

( )
ˆ( 1) ( )

( )
ˆ( , ) ( )

( )
ˆ+ ( )

sin

l
lm r

i m tl
lmlm

l
lm

V r
i l l X

kr

W r
t i Y e

kr

W rm
X

kr

 




 

 








 
  
 
  
 
 
 
  

e

E r e

e

 (2)

ˆ( ) ( )
sin

( , )

ˆ( ) ( )

l lm
i m t

lm

l lm

imk
V r X

t e
k

V r Y


 




 






 
 

 
 
 
 

e

H r

e

 

 

 

 

(2)

2
2 2

2

2

( )
( , ) sin

ˆ( ) ( ) ( ) cos
sin

ˆ           ( 1) ( ) ( ) ( ) cos

ˆ( 1) ( ) ( ) sin
sin

l
lm

l lm lm r

l lm lm

l lm

V r
t m t

r

m
W r X Y m t

l l V r X Y m t

m
l l V r X m t





  


   


   

   


  

  
    

   
 

   
 
  
 
 

S r

e

e

e

  

2
2 2 2

2

2
(2) 2 2

2

2
2 2

2

( )
( 1) ( )

( )1
( , ) ( )

2

( ) ( )
sin

l
lm

l
llm

lm lm

V r
l l X

r

W r
u t k V r

r

m
X Y





 


 
  
 
 
  

     
  
 
   
  
  

r
   

 وٝ در آٟ٘ا:

(6)

   

0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

(cos )
( ) (cos ) (cos )  

(cos )

( ) ( )
( )         ( )

l l r a
l l l

l l r a

m
m ml

lm l lm
l

l lm
l lm

n ka a n kr r
V r n kr j kr

j ka a j kr r

Q
X Q P

P

d rV r d X
W r Y

dr d


  












   
  
   
 

 
  
 
 

 

  

 یٞای ٔتؼذد ٚ ػٛأُ ٔختّفتا ؽاخٝٚخٛد دٚ ٔذ پایا 

ی ٔٛخٛد در ایٗ اس ظزفیت ٞا q، a ،0 ،T  ٚλ ٔا٘ٙذ

ٚ عَٛ وٙیٓ فزك ٔیٔا دٔا را دٔای اتاق ٔغاِٝ اعت. 

تزای لاٖ٘ٛ خاتدایی ٚیٗ را عَٛ ٔٛج غاِة عثك ٔٛج 

ٌیزیٓ. اس عزف دیٍز ؽؼاع تاتؼ خغٓ عیاٜ در٘ظز ٔی

λ 103عغٛح وزٚی دٚ ا٘تٟا را 
a=  ساٚیٝ راط دٚ تخؼ ٚ

ٞای یىی اس خٛاب l,m;3,20ٔخزٚعی را تزای ؽاخٝ  

 فؼاَ ٚ پایا تٛدٖ: ؽزط

(7      )       

0 0

(cos ) (cos )

(cos ) (cos )

m m
q q

m m
q q

dQ d dQ d

dP d dP d
    

   

   
  

  

ٞای ٔیذاٖاس ٕ٘ایؼ عٝ تؼذی  1ؽىُ . وٙیٓا٘تخاب ٔی

ٞای ٝ اس تزرعیتٝ ػٙٛاٖ یه ٕ٘ٛ٘ اِىتزیىی ٚ ٔغٙاعیغی،

تزلزار تٛدٖ ٟا وٝ در آ٘ دٞذٕ٘ایؼ ٔیرا اِٚیٝ ٚ ویفی ٔا 

٘شدیه ؽذٖ تٝ تا ٞا افشایؼ ؽذت ٔیذاٖؽزایظ ٔزسی ٚ 

 ؽٛد.ٔؾاٞذٜ ٔیٔحٛر تمارٖ ٚ/یا ٔزوش ٔخشٖ 

 

ٔیذاٖ اِىتزیىی )راعت( ٚ ٔغٙاعیغی  : ٕ٘ایؼ عٝ تؼذی1ؽىُ 

 .1اس ٔذ l,m;3,20 ؽاخٝ  تزای)چپ( 

ففزٞای  Sِٔٛفٝ ؽؼاػی ٚ لغثی  ،عٕتیساٚیٝ ٞز  در

اس . (3ٚ  2ٞای )ؽىُدار٘ذ re  ٚˆeˆدر راعتایٔتؼذدی 

تٟٙا در راعتای عٕتی  Sٔیاٍ٘یٗ سٔا٘یعزف دیٍز 

ففزٞا در راعتای ؽؼاػی تٝ ٔٙشِٝ  تاؽذ.ٔخاِف ففز ٔی

راعتای لغثی تٝ ٔٙشِٝ  عغٛح ٌزٜ وزٚی ٚ ففزٞا در

تاػث ایداد ٔٛج ایغتادٜ در ایٗ دٚ عغٛح ٌزٜ ٔخزٚعی 

ٞٓ ٘ا٘غثیتی ؽذٖ  ،تٛاٖ اس آٖؽٛ٘ذ وٝ ٔیراعتا ٔی
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ٞا ٚ ٞٓ ثاتت تالی ٔا٘ذٖ تؼذاد آٟ٘ا راتغٝ پاؽٙذٌی فٛتٖٛ

ٌیزی ٕ٘ٛد. ٔمغغ ایٗ ای ؽىُ را ٘تیدٝدر ٞز تغتٝ ِِٛٝ

ٞا ٚ در تٕاْ لغٕت ٞز در ٞای فٛتٛ٘ی یا تغتٝٞا ِِٛٝ

ای وٝ پتا٘غیُ دارد تٝ ٌٛ٘ٝ  ؽىُ یىغا٘ی تٝ فٛرت 

ٞا را تٝ عٕت ٔزوش ٚ ٔحٛر ٔخشٖ عٛق فٛتٖٛ ،حافُ

ٞا در ٞز پایا ٚ تزاسٔٙذ تؼذاد فٛتٖٛ دٞذ ِٚی در حاِتٔی

ٞا فمظ در راعتای تغتٝ ثاتت اعت ٚ ؽارػ فٛتٖٛ

تاؽذ. اٌز تاتؾی اس تیزٖٚ تٝ أىاٖ پذیز ٔی eˆعٕتی

-ٞا در ٞز تغتٝ تٝ تغتٝدرٖٚ ٔحفظٝ تاتا٘یذٜ ؽٛد فٛتٖٛ

س٘ی خٛاٞٙذ ٞای ٘شدیىتز تٝ ٔحٛر ٚ ٔزوش ٔحفظٝ تُٛ٘

ٞایی وٝ تٝ ایٗ تزتیة اس رٚاتظ ٚ تیٙی٘تایح ٚ پیؼٕ٘ٛد. 

 تاؽٙذ.تزاٍ٘یش ٔیآیذ تإُٔ٘ٛدارٞای ٔا تذعت ٔی

-تغییزات ِٔٛفٝ ؽؼاػی ٚ لغثی تزدار پٛئیٗ 2در ؽىُ

4ساٚیٝ عٕتی درتیًٙ    تز حغةr ٚ θ  در یه

ٔتؼذد در ٘ؾاٖ دادٜ ؽذٜ اعت. ففزٞای  ِحظٝ سٔا٘ی

 ا٘ذ.راعتای ؽؼاػی ٚ لغثی تٛضٛح لاتُ ٔؾاٞذٜ

 

 

تزای  Sییٗ( : تغییزات ِٔٛفٝ ؽؼاػی )تالا( ٚ لغثی )پا2ؽىُ

3,20.;l,m در ٔحذٚدٜ . 1ٔذr=0.1a..0.2a  ٚθ=0..θ0 . 

تٝ تزتیة  ٛاحی٘ تزیٗتزیٗ ٚ تاریهرٚؽٗ 3در ؽىُ 

ٔمذار ٔثثت ٚ وٛچىتزیٗ ٔمذار ٔٙفی را ٘ؾاٖ  تشرٌتزیٗ

در دٚ عٕت وٝ تغییز ػلأت تمارٖ ٔؼىٛط ٚ دٞٙذ. ٔی

تا ؽٛد ٝ لغثی دیذٜ ٔیدر ِٔٛف ٔخشٖچپ ٚ راعت 

تاستاتیذٌی اس ٔزسٞا ٚ تؾىیُ أٛاج ایغتادٜ ٕٞاًٞٙ 

 .اعت

 

 

 l,m;.3,20تزای  Sتزدار ٚ لغثی )پاییٗ(  )تالا( : ِٔٛفٝ ؽؼاػی3ؽىُ
  r=0.1a..0.5a  ٚθ=0..θ0در ٔحذٚدٜ  ٔخشٖ فٛتٛ٘ی 1ٔذ

 گیری وتیجٍ -3

، ؽزایظ تزای ؽذٜ٘ی ٔؼزفیٓ وٝ در ٔخشٖ فٛتٛدادی٘ؾاٖ 

-آرایٝاس  پایا ٚ تزاسٔٙذ ٙذیتایداد خٛدتخٛدی یه پیىز

-تیٙی ٔیپیؼ وٝ . تغٛریفزاٞٓ اعتفٛتٛ٘ی ٔٙظٓ ٞای 

ٚلٛع  ،اس ٔیىزٚواٚان اپتیىی در اتؼادی تشرٌتزتتٛاٖ ؽٛد 

. ٚخٛد دٚ ٔذ افّی را ٔؾاٞذٜ وزدچٍاِؼ فٛتٛ٘ی 

دعتٍاٜ، در  ابلاتُ ا٘تخٔتفاٚت ٚ ٔتغیزٞای ٔختّف 

ٞای تیؾتز ٚ دلیك تز خٟت تٟیٙٝ وزدٖ أىاٖ تزرعی

ؽزایظ تزای دعت یافتٗ تٝ چٍاِؼ فٛتٛ٘ی، ٘ٝ در اتؼاد 

  وٙذ.فزاٞٓ ٔیرا وٛچه ٚ ؽزایظ خاؿ، 

 مراجع

[1]  R. Y. Chiao and J. Boyce, Phys. Rev. A 60, 4114 

(1999). 
[2] Z. Cheng, J. Opt. Soc. Am. B 19, 1692 (2002). 

[3] Z. Cheng, Phys. Rev. A 80, 033826 (2009). 

[4] J. Klaers, J. Schmitt, F. Vewinger and M. Weitz, Nature 
468, 545 (2010)and ) and J. Klaers, F. Vewinger and M. 

Weitz, Nature Physics, 6,    512 (2010). 

[5] J. Klaers,  J. Schmitt, T. Damm, F. Vewinger and M. 
Weitz, Appl Phys B 105, 17 (2011) and J. Klaers, J. 

Schmitt, T. Damm, F. Vewinger and M. Weitz, Phys. 

Rev. Lett. 108, 160403  (2012). 
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