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، زاًكگبُ انفْبى، انفْبىفيعيك گط1ٍُ  

ُ انفْبى، انفْبىزاًكگب گطٍُ پػٍّكی  اپتيك کَاًتَهی،  2  

گطٍُ فيعيك، زاًكگبُ فطزٍؾی هكْس، هكْس 3  

سازد کىیم کٍ عبارتست از تفاضل دي آوتريپی شاوًن. ایه رابطٍ ما را قادر میدر ایه مقالٍ، یک رابطٍ سادٌ برای آوتريپی شرطی ارائٍ می -چکیذٌ 

بٍ صًرت  تحلیلی محاسبٍ کىیم ي َمچىیه ایه رابطٍ مىجر بٍ یافته یک  ديکیًبیتیَای ای خاص از حالتخًاوی کًاوتًمی را برای دستٍ تا واَم

کىیم ي سازی ارائٍ میای تحلیلی برای بُیىٍرابطٍ بٍ علايٌشًد. خًاوی کًاوتًمی یک حالت دلخًٌ ديکیًبیتی می کران بالای محکم برای واَم

 .آيریمپایاست، را بذست می َا آن کیًبیت دلخًاٌ، تحتشرایطی کٍ آوتريپی شرطی یک حالت دي

 .آًتطٍپی قطعی، کطاى ثبلای هحکنذَاًی کَاًتَهی،  ًبّن، ثؿتگی کَاًتَهی ّن -کليس ٍاغُ
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Abstract- In this paper, we provide a simple relation for the conditional entropy as the difference of two Shannon 

entropies. This relation leads to an analytical formula for discord of some special two-qubit states and also it presents a 

tight upper bound for quantum discord of a general two-qubit state. We also present an analytical procedure of 

optimization and obtain conditions under which the quantum conditional entropy of a general two-qubit state is 

stationary. 
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 مقذمٍ-1

ّبی کَاًتَهی اؾت ّبی  ؾبهبًِتٌيسگی يکی اظ ٍيػگیزضّن

يك  ّبیتك لؿوتکِ ثب ٍجَز آى اعلاػبت کبهل اظ تك

ؾبهبًِ هطکت، توبهی اعلاػبت هطثَط ثِ کل ؾبهبًِ ضا قبهل 

ّبی [. اهب ايي ٍيػگی تٌْب ٍيػگی ؾبهب1ًِقَز ]ًوی

ػٌَاى هثبل، اظثيي ضفتي يك لؿوت اظ کَاًتَهی ًيؿت؛ ثِ

گيطی تٌيسُ ثؼس اظ اًساظُبًِ کَاًتَهی زٍجعئی غيطزضّنؾبه

ّبی ضٍی لؿوت زيگط، ٍيػگی زيگطی اؾت کِ ذبل ؾبهبًِ

گيطز،  کَاًتَهی اؾت. کويتی کِ ايي ٍيػگی ضا زضثط هی

ذَاًی ًبم زاضز. عجك تؼطيف ًبّن« ذَاًی کَاًتَهی ًبّن»

اضظ کلاؾيکی اعلاػبت کَاًتَهی اذتلاف زٍ ػجبضت ّن

تَاى ذَاًی ضا هی. ثِ ظثبى ضيبضی، ًبّن[2,3]ثبقس بثل هیهتم

ثؿتگی  ّبی کلاؾيکی اظ ّنثؿتگیاظ عطيك ظزٍزى ّوِ ّن

ثسؾت  قَز،گيطی هیکل کِ تَؾظ اعلاػبت هتمبثل اًساظُ

-ّبی کلاؾيکی تَؾظ اػوبل هرطةثؿتگی آٍضز. حصف ّن

 گيطز.گيطی ضٍی يك لؿوت اظ ؾبهبًِ نَضت هیتطيي اًساظُ

 اعلاػبت هتمبثل يك ؾبهبًِ زٍ لؿوتی ثِ نَضت:   

(1                 )  (   )   (  )   (  )   (   )  

 ّبیتطتيت هبتطيؽثِ   ٍ    قَز. زض ايٌجبتؼطيف هی

هبتطيؽ چگبلی     ، A  ٍBّبی يبفتِ ؾبهبًِچگبلی کبّف

( )  ؾبهبًِ کل ٍ ًَيوبى فَىآًتطٍپی    (     )    

ثؿتگی کلاؾيکی ثيي زٍ لؿوت ؾبهبًِ کل ثِ  ّؿتٌس. ّن

  قَز:نَضت ظيط ًَقتِ هی

(2)            (   )      {  
 }{ ( 

 )   (   *  
 +}  

 ّبی گيطیيبثی ضٍی توبهی اًساظُجب ػول ثيكيٌِزض ايي

  * ثطافکٌكی
. زض ايي قَزاًجبم هی Bضٍی ؾبهبًِ  ثط  + 

  *   ) ضاثغِ 
پؽ اظ  Aآًتطٍپی قطعی ظيطؾبهبًِ  + 

      گيطی،اًساظُ
     ,

 

  
(    

 )   (    
حبلت   ( 

ٍ گيطی ثؼس اظ اًساظُ Aؾبهبًِ ظيط

       (    
 )   (    

احتوبل حهَل    ( 

 یضاثغِذَاًی اظ  ثبقٌس. ثط ايي اؾبؼ ًبّنام هیkذطٍجی 

 آيس: ثسؾت هی ظيط

  ( 
  )   (   )    ( 

  )                           (3)  

ذَاًی کَاًتَهی تٌْب ثطای زؾتِ کَچکی اظ  تبکٌَى ًبّن

 -زٍ  Xّبیحبلت[، 4,5] لغطی-ّبی ثلّب قبهل حبلتحبلت

ای اظ زؾتِ[، 9] ّبی هطتجِ زٍکيَثيت-زٍ، [8-6کيَثيتی]

، ٍ ثطذی  [11]       ّبیؾبهبًِّبی هطتجِ زٍ اظ حبلت

[ ثهَضت تحليلی 11ّبی گبٍؾی ثب هتغيط پيَؾتِ ]حبلت

 ثسؾت آهسُ اؾت.

ّبی ای ؾبزُ ثطای آًتطٍپی قطعی حبلتزض ايي همبلِ، ضاثغِ

زٍ کيَثيتی زلرَاُ، ثهَضت تفبضل زٍ آًتطٍپی قبًَى اضائِ 

ضا  ّبذَاًی ثطذی اظ حبلت کٌين ٍ ثب اؾتفبزُ اظ آى ًبّنهی

کٌين. ّوچٌيي قطايظ ؾبظی هحبؾجِ هیثسٍى ًيبظ ثِ کويٌِ

 .آٍضيناکؿتطهن ثَزى آًتطٍپی قطعی ضا ثسؾت هی

کًاوتًمی حالت شرطی ي واَمخًاویآوتريپی-2

 ديکیًبیت

 ی زضکيَثيت-زٍ ؾبهبًِقکل کلی هبتطيؽ چگبلی يك      

 اقويت ثهَضت ظيط اؾت:-ًوبيف ّيلجطت

    
 

 
(     ⃗        ⃗   ∑         

 
     )  

   +  *، ػولگط يکبًی   کِ
 ⃗  ( ⃗ )، ّبی پبؤلیهبتطيؽ  

هبتطيؽ       A (B ٍ )ّبی  ثطزاضّبی ّوسٍؼ ؾبهبًِ

 ّؿتٌس.ثؿتگی  ّن

 هكرم  +  ⃗  ⃗ * تَؾظ ؾِ تبيی     ثٌبثطايي ّط حبلت

کَاًتَهی تحت ّبی ثؿتگی ثِ زليل ايٌکِ ّن قَز. هی

تَاى هبتطيؽ ّبی يکبًی هحلی ًبٍزا ّؿتٌس، هیتجسيل

لغطی زض ًظط گطفت. ايي هَضَع چيعی اظ  ّوجؿتگی ضا

تَاى تطيي حبلت ضا هیکبّس.  ثٌبثطايي کلیکليت هؿئلِ ًوی

 ثهَضت ظيط پبضاهتطيعُ کطز:

           (

   
      
      
     

      
   
     
      

      
     
   

      

     
      
      
   

)  

                 ٍ                  کِ 

 اؾت.                ٍ                  

ًَيوبى ضٍی يکی اظ ىّبی فَگيطیکٌَى ثِ ثطضؾی اًساظُا

گيطی ايي اًساظُ قکلتطيي کلیپطزاظين. هی (Bّب )ؾبهبًِظيط

 :ثهَضت

 (4)                                                 
     ⟩⟨     

   +  ⟩⟨  *اؾت کِ
 ّبیػولگطّبی ثطافکٌكی زض پبيِ  

ثب ًَقتي ثبقس. هیزلرَاُ ػولگط يکبًی يك  U ٍ اؾتبًساضز

  ) گيطی ثطافکٌكی اًساظُ
گيطی ٍ حبلت پؽ اظ اًساظُ( 
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(  
زض ًوبيف ثلاخ  ٍ اًجبم اًسکی هحبؾجبت، آًتطٍپی  ( 

  *   ) قطعی 
        آيس:ثِ قکل ؾبزُ ظيط زض هی  (+ 

(5)                        (   * + 
 +)    ( ⃗⃗⃗)    (  )  

(       )  ِک   ∑   
 
َى آًتطٍپی قبً          

( )   ٍثبقس هی  +      * ّبی احتوبل  

        (   ) ؼطف تبثغ آًتطٍپی ه (   )    

ام اظ ضاثغِ kزٍزٍئی اؾت. احتوبل حهَل ذطٍجی 

   
 

 
ّب ثطزاض ثلاخ   ̂  ، کِآيسثسؾت هی  ( ̂  ⃗   )

  تهَيطگط 
-گيطی ثْيٌِ ضا ًكبى هیاؾت ٍ ضاؾتبی اًساظُ  

̂   ̂    ̂  زّس:  (                      )
   

 ثٌبثطايي ذَاّين زاقت:  

(6  )     
      ⃗   ̂ 

 
                       

      ⃗   ̂ 

 
    

 خاص َایبررسی حالت-3

ای کِ زض ثرف لجل ثطای آًتطٍپی قطعی فطهَل ثؿتِ  

ای ذبل اظحبلات ؾبظز کِ ثطای زؾتِاضائِ قس هب ضا لبزض هی

⃗    ّبکِ ثطای آى    ٍ ⃗ ای تحليلی اؾت، ضاثغِ    

ايي زؾتِ  ذَاًی کَاًتَهی ثسؾت آٍضين. ثطایًبّن ثطای

⃗               زاضين:    ̂    ⃗    ̂  √    ̂     ̂   

      کِ  
 

 
  ٍ          

 

 
(    ⃗    ̂ ) 

ٍيػُ هتٌبظط ثب  ̂ کويٌِ ايي ػجبضت ثِ اظای  ثٌبثطايياؾت. 

ايي زّس. ضخ هی     ثعضگتطيي ٍيػُ همساضثطزاض هطثَط ثِ 

 ظيط اؾت:هْن قبهل چْبض حبلت زؾتِ اظ حبلات ذَز 

⃗ ّب ثطای ايي حبلت :لغطی-ّبی ثلحبلت( 1   ⃗     ٍ

      :ثٌبثطايي زاضينٍ اؾت  +        *      

(7)            
 

 
                    

 

 
(     ̂ )  

 آيس:ی ثِ آؾبًی ثسؾت هیآًتطٍپی قطع ٍ

(8                                 )  (   * ̂+)    (
     ̂ 

 
) 

̂          کويٌِ ػجبضت ثبلا ثطای      √ ̂     ̂  

 ٍيػُ ثطزاض هتٌبظط ثب ثبيس  ̂ افتس. ثسيْی اؾت کِ اتفبق هی

 ًبّورَاًی ثٌبثطايي ثبقس،    همساض   ثعضگتطيي ٍيػُ

لغطی اظ فطهَل ثؿتِ ظيط ثسؾت -کَاًتَهی ثطای حبلات ثل

 آيس:هی

(9      ) ( )      (           )    (
        

 
)  

 طهمبزيّب ٍيػُ    ٍ +              *         زض ايٌجب

:                                                   ّؿتٌس     
     

 

 
(          )              

 

 
(          )  

اؾت.            ّبای اظ حبلات کِ ثطای آىزؾتِ (2

  ّبیاظ حبلتظيطهجوَػِ ؾِ پبضاهتطی ايي زؾتِ اظ حبلات 

X  ّب ثطاثطاؾت ثب: ذَاًی آى کِ ًبّنّؿتٌس 

 (   )      (           )    (
  √  

    
 

 
)  (11     )

       

 
(  √(     )

    
 )      

 

 
(  √(     )

    
   

اؾت.             ّبآىای اظ حبلات کِ ثطای ( زؾت3ِ

ّبی اظ حبلت ايي حبلات يك ظيطهجوَػِ ؾِ پبضاهتطی

 ذَاًی نفط( ّؿتٌس. کَاًتَهی)ًبّن-کلاؾيکی

اؾت            ّبای اظ حبلات کِ ثطای آى( زؾت4ِ

ّبی ؾِ پبضاهتطی اظ حبلت ظيطهجوَػِايي حبلات ًيع يك 

 ذَاًی نفط( ّؿتٌس. کَاًتَهی)ًبّن-کلاؾيکی

 کًاوتًمی واَمخًاوی بالای کران-4

 ضا يك کطاى ثبلای هحکن ،( ثطای آًتطٍپی قطعی5فطهَل )

ايي کطاى . ّسزّبی زلرَاُ زٍ کيَثيتی ًتيجِ هیثطای حبلت

ز ايي کطاى تط اؾت. ٍجَّبی هؼطفی قسُ لَیاظ زيگط کطاى

 ًتيجِ لضيِ ظيط اؾت.

  قَز ضاثطپب هی ⃗    ٍ ⃗ کِ تَؾظ    ظيطفضبيی اظ تعریف:

ℛ ٍ ظيطفضبی ػوَز ثط آى ضا ℛ  ًبهينهی. 

زاض آًتطٍپی قطعی تَؾظ ضاثغِ ظيط اظ ثبلا کطاى :یٍقض 

  اؾت:

(11 )                    (   * + 
 )    (

  √     
 

 
)  

    کِ
      ̂  ℛ  ̂ 

-  ثؿتگی ثٌبثطايي هيعاى ّن ̂        

ّبی کلاؾيکی ٍ کَاًتَهی ثِ تطتيت اظ پبييي ٍ ثبلا ثِ 

 قًَس:نَضت ظيط هحسٍز هی

  (   )   (  )    (
  √     

 

 
) (12  )                

  (   )   (  )   (   )    (
  √     

 

 
) (13)   
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 [ آهسُ اؾت. 12هطجغ ] : اثجبت ايي لضيِ زضاثبات  

شکط ايي ًکتِ حبئع اّويت اؾت کِ ضاثغِ تؿبٍی ٍلتی 

ػٌَاى هثبل ايي اتفبق ثطای ثِ      ℛ قَز کِ:حبنل هی

افتس. زضايي نَضت ّبی ذبل هصکَض زض ثبلا اتفبق هیحبلت

  
      

زّس کِ حتی اؾت. ثطضؾی ثيكتط ًكبى هی  

تؿبٍی ثسؾت ثبقس هوکي اؾت حبلت       ℛ ٍلتی

آيس. زض ايي نَضت کويٌِ هغلك آًتطٍپی قطعی ثِ اظای 

ؾت اتفبق ا     ℛ گيطی زض جْتی کِ هتؼلك ثِاًساظُ

 افتس. هی

 سازی بُیىٍ-5

ؾبظی آًتطٍپی زض ايي ثرف ضٍقی تحليلی ثطای کويٌِ    

کٌين. ّبی زٍکيَثيتی زلرَاُ اضائِ هیقطعی زض هَضز حبلت

ذَاًی ضا ثِ ضٍـ  ّبی ذبل ًبّنحبلتّوچٌيي ثطای ثطذی 

ّب تَؾظ زٍ گيطیکٌين. اًساظُؾبظی هحبؾجِ هیثْيٌِ

ٍ    ّبی قًَس؛ ثب هحبؾجِ هكتكتَنيف هی  ٍ   پبضاهتط 

پؽ اظ اًسکی ػوليبت ججطی ضاثغِ ظيط    ٍ   ثط حؿت    

              آٍضينگيطی ثْيٌِ ثسؾت هیضا ثطای جْت اًساظُ

(14                                                     ) ⃗  ̂    

 :ثِ نَضت⃗   زض ايي ضاثغِ  

(15)   ⃗  [         
 

      
 ]  ⃗  *   

  
  
+    ̂  *     

  
+   ̂  

⃗⃗⃗  ̂    ̂ زض ايٌجب  اؾت. 

   ̂  ⃗⃗⃗ 
       ٍ ̂    ̂  ⃗⃗⃗

   ̂  ⃗⃗⃗ 
زض حبلت  

 ̂  اؾت يبفتي چٌيي ̂  ذَز ثطحؿت ⃗  کِکلی ثِ زليل ايي 

ثطای ثطذی  يبثیػول ثْيٌِی هكکل اؾت. ثِ ّط حبل 

 زاضز.تحليلی  ی ذبل پبؾدّبحبلت

  گیریوتیجٍ-6

هكکل انلی زض هحبؾجِ ًبّورَاًی کَاًتَهی، يبفتي    

ّب ضٍی گيطیکويٌِ آًتطٍپی قطعی، ًؿجت ثِ توبم اًساظُ

ايي همبلِ هب ثب اضائِ يك قکل ؾبزُ ثبقس. زض هی  Bظيطؾبهبًِ

ثطای آًتطٍپی قطعی، کِ ػجبضتؿت اظ تفبضل زٍ آًتطٍپی 

⃗   ّبيی ثب قبًَى، ثطای حبلت      ⃗ ای ، ضاثغِ   

 کَاًتَهی ثسؾت آٍضزين. حبلت تحليلی ثطای ًبّورَاًی

   ⃗      ⃗ ّبی لغطی، حبلت-ّبی ثلقبهل حبلت   

ّبی ثب ، ٍ ثؼضی اظ حبلتXّبی ؾِ پبضاهتطی اظ زؾتِ حبلت

ؾبظی قَز. ثطای ايي زؾتِ ثسٍى ثْيٌِذَاًی نفط، هی ًبّن

ًكبى زازين آًتطٍپی قطعی ثِ آًتطٍپی قبًَى زٍزٍيی 

يبثس. ّوچٌيي ًكبى زازين ضاثغِ ثسؾت آهسُ زض کبّف هی

تَاًس ثِ ػٌَاى کطاى ايي زؾتِ ثطای آًتطٍپی قطعی، هی

ی ضٍـ اؾتفبزُ قَز. ؾپؽ ثب اضائِذَاًی  ثبلايی ثطای ًبّن

مبط اکؿتطهن آًتطٍپی قطعی ضا ثسؾت ًؾبظی، ثْيٌِ

  .آٍضزين

 سپاسگساری

ًَيؿٌسگبى اظ زفتط تحهيلات تکويلی زاًكگبُ انفْبى 

 ًوبيٌس. ؾپبؾگعاضی هی
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