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mی  ت کلی ساهاًِحال –چکیدُ  nبستگی هربَط بِ آى  ّن-کَاًتَهی است اگر ٍ تٌْا اگر هرتبِ هاتریس چپ -، حالتی کلاسیکی

ر کراى پاییي هٌطبق ب ائِ شدُ است کِخَاًی کَاًتَهی ار ای قابل هحاسبِ برای ًاّن ًباشد. بر اساس ایي شرط، سٌجِ 1mتر از  بسرگ

تَاًد بِ  گیرد ٍ خَد هی بستگی کَاًتَهی را در بر هی است. بٌابرایي ایي حد پاییي هحکن، کاهلاً ّنخَاًی  ی ٌّدسی ًاّن سٌجِ هحکن 

خَاًی ٌّدسی، شرط لازم ٍ کافی برای  خَاًی استفادُ شَد. از ایي رٍ صفر شدى کراى پاییي هحکن ًاّن ای برای ًاّن عٌَاى سٌجِ

 ست.ّای کَاًتَهی ا خَاًی صفر بَدى حالت ًاّن

 .بغتگی كَاًتَهی ّنخَاًی كَاًتَهی ،  بغتگی، ًاّن ّن-كَاًتَهی ، هاتزیظ چپ-ّای كلاعيکیحالت -كليذ ٍاصُ

A Geometrical Approach to Quantum Correlation  

S. Javad Akhtarshenas 
1,2,3

, Hamidreza Mohammadi
1,2

, Saman Karimi
1
 and Zahra Azmi

1
 

1
Department of Physics, University of Isfahan, Isfahan 

2
Quantum Optics Group, University of Isfahan, Isfahan 

3
Departmentof Physics, Ferdowsi University of Mashhad, Mashhad 

 

Abstract- A general state of an nm system is a classical-quantum state if and only if its associated left-correlation matrix 

has rank no larger than m-1. Based on this condition, a computable measure of quantum discord is presented, which coincides 

with the tight lower bound on the geometric measure of discord. Therefore such obtained tight lower bound fully captures the 

quantum correlation of a bipartite system, so it can be used as a measure of discord in its own right. Accordingly, a vanishing 

tight lower bound on the geometric discord is a necessary and sufficient condition for a state to be zero-discord. 
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  بستگی کَاًتَهیی ّنهحاسبِ رّیافتی ٌّدسی برای

 1ػشهیسّزا  ٍ 1كزیویعاهاى  ،1ٍ2ٍ3هحوذیحويذرضا  ،1ٍ2ٍ3اختزشٌاطعيذ جَاد 

 ، داًشگاُ اطفْاى، اطفْاىفيشیك گز1ٍُ

 ُ اطفْاى، اطفْاىداًشگاگزٍُ پضٍّشی  اپتيك كَاًتَهی،2

 گزٍُ فيشیك، داًشگاُ فزدٍعی هشْذ، هشْذ3
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 هقدهِ -1

بزای عٌجش هيشاى خَاًی كَاًتَهی هؼياری  ًاّن

كَاًتَهی اعت یك عاهاًِ  بغتگی كَاًتَهی ًْفتِ در ّن

. در حقيقت ًگزد ّا هی بغتگی ی جذیذی بِ ّن كِ اس ساٍیِ

بغتگی ًْفتِ در یك خَاًی كَاًتَهی هيشاى ّننًّا

ٍ اعلاػات قابل  گيزی اًذاسُ عاهاًِ را با اعتفادُ اس هفَْم

عٌجذ ٍ بٌابزایي  تفاٍت هیگيزی حظَل پظ اس اًذاسُ

بغتگی  كَاًتَهی یؼٌی اعاعی با هؼيار دیگز ّن

 ًشاى دادُ شذُ اعت كِ[. 1ٍ2] دارد تٌيذگی درّن

ای( ٍجَد دارًذ كِ تٌيذُ ّای جذاپذیزی )غيزدرّن حالت

ّای جذاپذیز را  خَاًی غيز طفز دارًذ ٍ ایي حالت ًاّن

هٌبؼی بزای بالا بزدى كيفيت هخابزات  تَاى بِ ػٌَاى هی

كَاًتَهی ٍ عزػت بخشيذى بِ فزآیٌذّای هحاعبات 

ّای  اغلب عاهاًِآًجا كِ اس  [.3ٍ4كَاًتَهی بِ كار بزد ]

ّای كَاًتَهی كِ  هَرد اعتفادُ در هخابزات ٍ ًيش در رایاًِ

تَاى با  را هی كٌٌذ ّای فَتًَيکی اعتفادُ هی اًِاس عاه

عاسی ًوَد، لذا  ا ابؼاد هتٌاّی بشرگ هذلفضای ّيلبزت ب

ّای كَاًتَهی در  بغتگی ای بزای عٌجش ّن هؼزفی عٌجِ

ر هياى دباشذ.  ّایی حائش اّويت هی چٌيي عاهاًِ

خَاًی  خَاًی كَاًتَهی، ًاّن ّای گًَاگَى ًاّن عٌجِ

ٌّذعی كِ در ابتذا تَعظ داكيك ٍ ّوکاراًش پيشٌْاد 

ی گيزی بزا ذاسُای عادُ ٍ قابل اً شذ، عٌجِ

خَاًی  [. ًاّن5باشذ ] هی ّای غيز كلاعيکی بغتگی ّن

اشويت بيي حالت -ی ّيلبزت ٌّذعی بِ طَرت فاطلِ

خَاًی طفز  تزیي حالت با ًاّن ی كَاًتَهی ٍ ًشدیك عاهاًِ

رٍی فضای شَد. بزای یك حالت دٍ قغوتیتؼزیف هی

Aّيلبزت BH Hخَاًی ٌّذعی بِ طَرت سیز  ، ًاّن

 [:5شَد ]تؼزیف هی

(1)   
0

2
( ) min ,GD


  


                                     

كِ در آى
0ُّای با  ی هجوَػِ حالت ًشاى دٌّذ

خَاًی طفز ٍ ًاّن  
2 †

[ ]X Y Tr X Y X Y    

ّای  اعت. ایي كويت بزای حالتاشويت -ًزم ّيلبزت

شَد. داكيك ٍ ّوکاراًش  كَاًتَهی طفز هی-كلاعيکی

اشويت -ّوچٌيي با اعتفادُ اس ًوایش ّيلبزت

ّای  خَاًی ٌّذعی حالت ای بزای ًاّن بٌذی بغتِ فزهَل

دٍكيَبيتی دلخَاُ بزحغب بزدارّای ّوذٍط ٍ هاتزیظ 

 خَاًی نذ. تاكٌَى ًاًّبغتگی حالت بِ دعت آٍر ّن

2دلخَاُ  ّای ٌّذعی بزای حالت n ّای ٍ بزخی حالت

m خاص  mّای ّای  ٍرًز ٍ حالتحالت هاًٌذ

لَ ٍ فَ شکل  شذُ اعت. ّوغاًگزد )ایشٍتزٍپيك( هحاعبِ

خَاًی ٌّذعی كِ هبتٌی بز  ًاّنارس دیگزی را بزای ّن

 [:6هؼزفی ًوَدًذ ]  طَرت سیزاًذاسُ گيزی اعت  بِ 

(2       )                     
2

( ) min ( ) ,
A

A
GD   


    

ّای  گيزی ی بز رٍی تواهی اًذاسُعاسكويٌِ كِ در آى،

ًَیويفَى 
1

m
A A

k
k 

   بزAH در  .اًجام شذُ اعت

ایي هؼادلِ    
1

( )
mA A B A B

k kk
I I 


      

گيزی اعت. ًوایش كلی حالت یك حالت پظ اس اًذاسُ

mعاهاًِ دٍ بخشی  n بِ  اشويت-در ًوایش ّيلبزت

 طَرت سیز اعت:

 

2 21 1

1 1

1 ˆ ˆ ˆ ˆ .

m n
A B A B

ij i j

i j

I I x I I y t
mn
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 

  3

كِ در آى، 21 1
,...,

t

m
x x x


  ٍ 21 1

, . . . ,
t

n
y y y


  ِب

 Aّای  عاهاًِ تزتيب بزدارّای ّوذٍط سیز

ٍBباشٌذ: هی 

    ˆ ˆx , ,
2 2

A B
i i j j

m n
Tr I y Tr I         

      
(4)  

( )ijT t بغتگی اعت: ًيش هاتزیظ ّن 

  ˆ ˆ .
4

A B
ij i j

mn
t Tr     

  
(5)                            

در ایٌجا 
2 1

0

m
i i

X



 ٍ 

2 1

0

n

j j
Y




تزتيب هَلذّای بِ 

)جبز )SU mٍ( )SU n  ٍ ّغتٌذ، ایي ػولگزّا ّزهيتی

[ ٍ بغَر 7هتؼاهذ بٌْجار ّغتٌذ. راًا ٍ ّوکاراًش ]

[  با اعتفادُ اس ًوایش 8هغتقل حغي ٍ ّوکاراًش ]

بز  ی كلیاشويت بزای یك حالت دٍقغوت-ّيلبزت

mفضای ّيلبزت دٍ بخشی  n یك كزاى پایيي بزای ،

 خَاًی ٌّذعی بِ طَرت سیز تؼزیف ًوَدًذ. ًاّن

 
21 1

2 2

2 2
1

2 2 2
( ) ,

m m

G k k

k k m

D x T
nm n m n
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 

 

 

 
    
 
 

  (6)  

كِ 
2 1

1

m

k
k








2ٍیضُ هقادیز هاتزیظ
: t tG xx TT

n
  

اًذ. اس آًجایی ذ كِ بِ تزتيب غيزافشایشی هزتب شذُّغتٌ

mّای  كِ ایي كزاى پایيي بزای حالت m ٍ ٍرًز
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2ّای دلخَاُآیشٍتزٍپيك ٍ ّوچٌيي بزای حالت n ، با

، ایي كزاى یك كزاى خَاًی ٌّذعی هٌغبق هی شَد ًاّن

 .ٌّذعی اعتخَاًی  ی ًاّنهحکن بزا

بغتگی، داكيك ٍ ّوکاراًش بزاعاط هزتبِ هاتزیظ ّن

ّای  خَاًی طفز بَدى حالت [، شزط لاسم بزای ًاّن5]

دٍقغوتی دلخَاُ هؼزفی ًوَدًذ. پظ اس آى شزط لاسم ٍ 

ّای دٍكيَبيتی  خَاًی حالت كافی بزای طفز بَدى ًاّن

ّا ٍجَد یك  [. شزط آى9تَعظ لَ ٍ ّوکاراًش ارائِ شذ ]

 كٌذ، اعت: كِ شزایظ سیز را ارضاء هی 3n̂زدار ٍاحذب

(7)                  ˆ ˆ ,nnT T                    ˆ ˆ ,tnn x x                                          

هاتزیظ  A ٍTی هاًِبزدارّوذٍط سیزعا xكِ 

باشذ. اسایي رٍ یك  در ًوایش بلَخ هی بغتگی  ّن

خَاًی طفز دارد اگز ٍ تٌْا  حالت دٍكيَبيتی، ًاّن

0Tاگز   باشذ یا( ) 1rank T   ٍx هتؼلق بِ بزدT 

 باشذ. 

ارائِ هی شَد  (7)در ایي هقالِ ابتذا تؼويوی بزای هؼادلِ 

 ّوبغتگی شزط-ٍ بز اعاط آى با تؼزیف هاتزیظ چپ

خَاًی یك عيغتن لاسم ٍ كافی بزای طفز بَدى ًاّن

m دلخَاُ n  ارائِ هی دّين.  عپظ با اعتفادُ اس آى

خَاًی كَاًتَهی  بزای تؼييي هقادیز ًاّن رٍشی ٌّذعی

تَاى  عاسی هَجَد در تؼزیف را هی كٌين. بْيٌِ پيشٌْاد هی

بِ عَر تحليلی حل كزد ٍ ایي هٌجز بِ شکلی بغتِ بزای 

شَد. ًکتِ جالب ایٌجا اعت كِ  ٌّذعی هی خَاًی ًاّن

خَاًی  اًی با كزاى پایيي هحکن بز ًاّنخَ ایي هقياط ًاّن

باشذ. ( هؼزفی شذ، هٌغبق هی6ی ) ٌّذعی كِ در هؼادلِ

( خَد 6بذاى هؼٌا كِ كزاى پایيي هؼزفی شذُ در هؼادلِ)

تِ بغتگی كَاًتَهی ًْف ای بزای عٌجش ّنتَاًذ عٌجِهی

 ّای كَاًتَهی باشذ.در عاهاًِ

 کَاًتَهی-ّای کلاسیکی تَصیف حالت -2

( 7شزط لاسم ٍ كافی هؼزفی شذُ درهؼادلِ ) بخش در ایي

دّين ٍ بز ایي ّای با ابؼاد بالاتز تؼوين هیرا بِ عاهاًِ

اعاط در بخش بؼذی بز اعاط آى یك عٌجِ ٌّذعی 

ایٌك  كٌين.خَاًی كَاًتَهی هؼزفی هی جذیذ بزای ًاّن

Aرٍی فضای هاى را بِ حالت دٍقغوتیتَجِ BH H 

خَاًی طفز را  ّای ًاّن ٍ هجوَػِ حالتكزدُ  هؼغَف

 كٌين.  بزرعی هی

Aبز : حالت دٍقغوتی1ی قضيِ BH H حالتی با

-طفز اعت، یؼٌی حالتی كلاعيکیچپ خَاًی  ًاّن

 فکٌشیبزای اعت اگز ٍ تٌْا اگز ػولگز كَاًتَه

( 1)m بؼذی P  2بز فضای( 1)m  2بؼذی 1m R 

 ٍجَد داشتِ باشذ بِ عَری كِ رٍابظ سیز بزقزار باشٌذ:

(12)   ,PT T                ,Px x                                            

هاتزیظ  AٍTبزدار ّوذٍط بخش xدر آى، 

[ رجَع 11بِ هزجغ ] باشذ. ) بزای اثبات هی بغتگی ّن

ی سیز تَاى بِ شکل خلاطِ هی ( را12شزایظ ) (شَد.

 ًَشت:

(13)                                                  ,P T T  

2هاتزیغی  Tكِ در آى، 2( 1)m n  ِبؼذی اعت كِ ب

 شَد:طَرت سیز ًَشتِ هی

(14)                                 
2

2 2
.x T

nm n

 
   

 
T  

ٍ هاتزیظ  Aی سیزعاهاًِ xشاهل بزدار ّوذٍطTچَى

Aی دٍقغوتی عاهاًِ Tبغتگی ّن B شَد، ها  هیT 

 ًاهين.  هی بغتگی حالت ّن-را هاتزیظ چپ

ی دٍكيَبيتی را بزرعی  بِ ػٌَاى هثال هَرد عاهاًِ

تَعظ طفز خَاًی ر ایي هَرد، حالت كلی ًاّنكٌين. د هی

1 2 ˆ( )x p p n  ،1 1 2 2( )y p p   ٍ
1 1 2 2ˆ( _ )tT n p p  

ّایی با  احتوال 1pٍ2pّا  شَد كِ در آى هشخض هی

1شزط 2 1p p  ٍn̂ ٍ 1بزدار ٍاحذ اعتٍ2 

باشٌذ. آشکار اعت  هی Bی بزدارّای ّوذٍط سیز عاهاًِ

شَد. در  ( ارضاء هی7ی) خَاًی طفز هؼادلِ كِ شزط ًاّن

تَاى بِ ػٌَاى  ی بالا را هی دّين كِ قضيِ ًشاى هی سیز

ّای  خَاًی طفز بَدى حالت شزعی لاسم ٍ كافی بزای ًاّن

 .  دٍقغوتی بِ كار بزد

كَاًتَهی، -حالتی كلاعيکیًتيجِ: حالت دٍقغوتی 

 خَاًی طفز اعت اگز ٍ تٌْا یؼٌی حالتی با ًاّن

)اگز ) 1trank m TT.باشذ 

 خَاًی کَاًتَهی تعییي کویت ًاّن -3

ی جذیذی بزای  هؼزفی عٌجِ بِ ها تَاًایی 1ی قضيِ
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(، شزط لاسم 13ذ. چَى شزط )دّ خَاًی كَاًتَهی هی ًاّن

باشذ، پظ  ّا هی خَاًی طفز بَدى حالت ٍ كافی بزای ًاّن

تَاى بزای  گيزی ّز اًحزاف اس ایي شزایظ را هی اًذاسُ

 خَاًی اعتفادُ كزد.  تؼييي كويت ًاّن

 -با هاتزیظ چپقغوتی گشارُ: بزای حالت دٍ

خَاًی  ی جذیذ سیز را بزای ًاّن عٌجِ Tبغتگی ّن

 كٌين: ًتَهی پيشٌْاد هیاكَ

                                      2
( ) minP

P
D P  T T 

(15)      
2 2

2

2 2
min ,

P

x Px T PT
m n n

 
    

 
 

2كِ در آى،
ّا  تَاًذ ّز ًزم هٌغقی بز فضای حالتهی.

یابی بز رٍی عزاعز ػولگزّای ل كويٌِباشذ ٍ ػو

) بزافکٌشی 1)m بؼذیPرٍی
2 1m  .گزفتِ شذُ اعت

2جا ها  در ایي
اشويت در ًظز -را ًزم ّيلبزت .

د عَر كِ در سیز ًشاى خَاّين دا ّواى گيزین. هی

عاسی هَجَد در تؼزیف بالا حلی دقيق بزای  كويٌِ

mّای  حالت n  دلخَاُ دارد كِ ػبارتی بغتِ بزای

 تَاى ًشاى داد كِ:دّذ. بزاحتی هی خَاًی هی ًاّن

(16)    
2 2

2 2 2
.t t txx TT G

nm n m n

 
   

 
TT            

         ٍ پظ اس اًجام كوی ػوليات جبزی خَاّين داشت:

        
1

ˆ{ }
1

ˆ ˆ( ) max
i

m
t t t

P i i
n

i

D Tr Tr n n




 
  
  

T T T T    

(17)     
21 1

1

,

m m
t

k k

k k m

Tr  
 

 

 

 
   
  

 T T   

در آى 
2 1

1

m

k
k








tTٍیضُ هقادیز T  بِ تزتيب غيزافشایشی

ی بالا بز كزاى پایيي  تَجِ كٌيذ كِ عٌجِ باشٌذ. هی

 شَد. پظ هی ( هٌغبق6خَاًی ٌّذعی ) هحکن ًاّن
 ی سیز در حالت كلی بزقزار اعت: رابغِ

(18)                                        ( ) ( ).P GD D  

ّای كلاعيکی ٍ  بغتگی تَاى ّنبز ایي اعاط هی

 كَاًتَهی را بِ طَرت سیز تؼزیف ًوَد:

(19) 
2 1 1

2 2

1 1

( ) , ( ) max .

m m

P k P k
P

k k

I C P   
 

 

 

    TT 

 طَرت سیز بغتگی كَاًتَهی بِ ی ّن رٍ عٌجِ یي اسا

)   باشذ: هی ) ( ) ( ).P P PD I C                

را بياى  خَاًی بالا ی ًاّن ّای عٌجِ ایٌك بزخی ٍیضگی

)كٌين. هی )iِّایی  خَاًی بالا تٌْا بزای حالت ی ًاّن عٌج

)شَد. خَاًی طفز، طفز هی با ًاّن )ii بزای حالت با

تٌيذگی   درّن ی بيشيٌِ
1

1 m

i
ii

m 
   ِی  رابغ

1
( ) ( )P G

m
D D

m
 


   را دارین كِ هقذار بيشيٌِ را

)دّذ. ّا هی بزای ایي كويت )iii( )PD   تحت تبذیلات

یکاًی هحلی
1U ٍ

2Uكِ بِ تزتيب بزAH ٍBH  اًجام

شَد، ًاٍرداعت یؼٌی اگز هی
1 ( )U SU m ٍ 2 ( )U SU n 

دارین 1 2 1 2( ) ( ) ( )t
P PD U U U U D    [11.] 

 گیری ًتیجِ 

غتگی ب ای كَاًتَهی بزای ّن در ایي هقالِ عٌجِ

mّای دٍقغوتی حالت n  ٍ ارائِ دادین. ابتذا شزط لاسم

باشذ ارائِ  زخَاًی طفكِ حالت دارای ًاّنكافی بزای ایي

 ًوَدین. عپظ بز ایي اعاط یك عٌجِ ٌّذعی جذیذ
 خَاًی كَاًتَهی هؼزفی ًوَدین.بزای ًاّن

  سپاسگساری

لی داًشگاُ اطفْاى دفتز تحظيلات تکوي اس ًَیغٌذگاى

 .ًوایٌذگشاری هیعپاط
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