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 شور ،دوشیم هتخادرپ نآ هب شارپ يهدیدپ درکیور اب هک رادیاپان و رادیاپ ياهرگدیدشت رد اهدم هبساحم يارب اهشور نیرت عیرس زا یکی-هدیکچ

 شور نیا ققحت هب هطوبرم ياههناخباتک و نوتیاپ یسیونهمانرب نابز زا هدافتسا اب هلاقم نیا رد ؛دشابیم Eigenvector method(EM) ای ینورپ

 یقیقد جیاتن ،فلتخم ياهلنرف ددع اب يوریاد و یعبرم ياههنزور يارب شارپ لارگتنا لح اب شور نیا رد یجنس تحص يارب ادتبا رد .دش هتخادرپ

 نیا يارب شارپ لارگتنا و دش هتخادرپ يزاوم-هحفص رگدیدشت يهزوح رد تابساحم هب شارپ ياههنزور يارب تابساحم ماجنا زا سپ ؛دمآ تسدب

 اب رگدیدشت هب اهتنا رد .دمآ تسدب رگدیدشت یضرع ياهدم و دش لح هکیراب تشگرب و تفر يارب اههنیآ يدنبناملا اب و ینورپ شور هب رگدیدشت

 .دش مسر و هبساحم رتلااب يهبترم ياهدم و هیاپ ياهدم ،رگدیدشت لاقتنا سیرتام يارب يرادقم هژیو يهلداعم لح اب و دش هتخادرپ يورک ياههنیآ

 رادربهژیو شور ،ینورپ شور ،يدم هیزجت ،رگدیدشت -هژاو دیلک

Numerical Simulation of Multimode Lasers with Stable Resonators by 
Prony Method 

Saman Sadrara, Mahdi Shayganmanesh 

Physics department, Iran University of Science and Technology 

shaygan@iust.ac.ir,  s_sadrara@physics.iust.ac.ir 

Abstract- One of the fastest methods for calculating modes in stable and unstable resonators, which is approached with 

the diffraction phenomenon, is the Prony method or Eigenvector method (EM); In this article, this method was realized 

using Python programming language and related libraries. First, for validation in this method, accurate results were 

obtained by solving the diffraction integral for square and circular apertures with different Fresnel numbers. After 

performing the calculations for the diffraction apertures, the calculations were conducted for  plane-parallel resonator and 

the diffraction integral for this resonator was solved by Prony method and by discretization of the mirrors for the transition 

of the beam and the transverse  modes were obtained. Finally, the resonator modes was calculated for spherical mirrors, 

and by solving an eigenvalue equation, values were obtained for the resonant transfer matrix, lowest order modes, and 

higher order modes, and their associated profiles were plotted for each case. 
Keywords: Eigenvector Method, Modal decomposition, Prony Method, Resonator 
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 همدقم
 نیرتمهم زا یکی ،یکیتپا ياهرگدیدشت          

 و سکاف راب نیلوا يارب .دنیآیم باسح هب رزیل ياهتمسق
 اهرگدیدشت يور هعلاطم هب يددع تابساحم قیرط زا یل
 یحارط و داهنشیپ ار یفلتخم ياههنومن و دنتخادرپ
 ثعاب هک دنتسه یکیتپا ياهرازبا اهرگدیدشت ]1[.دندومن
 دنوشیم سیطانغمورتکلا جوم یتشگرب و تفر تکرح داجیا
 .دناهدش لیکشت هدیمخ ای تخت يهنیآ تفج کی زا امومع و
 اهنآ زکارم و هدش زارتمه قیقد روط هب اههنیآ نیا ًلاومعم
 .دوشیم هتفرگ رارق رزیل هاگتسد یکیتپا روحم يور
 نادیم يهدننک نییعت ،اهنآ نیب يهلصاف و اههنیآ يهسدنه
 نیا رد .]2[دشابیم رزیل كاواک لخاد یسیطانغمورتکلا
 يهبساحم هب ) ینورپ (رادربهژیو شور زا هدافتسا اب هلاقم
 .میزادرپیم یسیطانغمورتکلا ياهنادیم نیا

 يروئت
 راشتنا و زاب ياهرگدیدشت ياهدُم يزاسهیبش يارب شور نیا
 ياهتیزم مامت و تفرگ رارق هدافتسا دروم راب نیلوا وترپ
 شارپ يروئت شور نیا رد .دوشیم لماش ار یل-سکاف شور
 لنرف بیرقت هب یجایتحا اما دوشیم هتفرگ راک هب رلاکسا
 و گرزب لنرف ددع اب ياهرگدیدشت يارب ینورپ شور .تسین
 رارق هدافتسا دروم رادیاپان و رادیاپ نینچمه و کچوک
 .دریگیم

 تابساحم ماجنا شور

 رگدیدشت !𝐴 لاقتنا سیرتام يهبساحم یلصا يهلحرم -1
 نآ زا دعب و دوش هبساحم راب کی تسا مزلا اهنت هک دشابیم
 .تسین رییغت لباق رگید

 جارختسا !𝐴 سیرتام زا یتحار هب g ریداقم هژیو -2

 دیلوت ار !𝑈 رادربهژیو کیً امیقتسم رادقمهژیو ره و دنوشیم
 ،رگدیدشت لوا هنیآ يور رب دم عیزوت کی فرعم هک دنکیم
 هب زاف تفیش و فلاتا .دشابیم رارکت راب دص دنچ نودب

 لااب نیاربانب .دوشیم هبساحم g زا هدافتسا اب یناسآ
 ناوتیم ار دننکیم ناسون رگدیدشت رد هک ،اهدم نیرتهبترم
 اهنآ روضح لامتحا هک ییاهدم .دومن هبساحم نامز کی رد

 اب g باختنا اب دنناوتیم یناسآ هب تسا رتشیب رگدیدشت رد
 !𝑈 هطوبرم رادربهژیو ات ،دنوش باختنا ،رتگرزب قلطم رادقم
 ،رگدیدشت رد دُم ره مهس و اهدُم عیزوت یگنوگچ .دیآ تسدب
 .دوش یبایزرا اهنآ فلاتا يهسیاقم اب دناوتیم امیقتسم
 ،لأخ رد یکیتپا نادیم يرادرب تاصخشم نتفرگ هدیدان اب
 شارپ لارگتنا يهلداعم اب یبیرقت روط هب ار نآ ناوتیم
 ]3[:دومن فیصوت فهشریک-لنرف

𝑈! =
𝑖𝐾
4𝜋

' 𝑈"
𝑒#$%&

𝜌
(1 + cos(𝛼))𝑑𝑠

	

(!
															(1) 

 نادیم عیزوت رگا ،دش هراشا رتشیپ هک روطنامه هلداعم نیا
 ،دشاب سرتسد رد ،اضف رد !𝑠 صخشم حطس رد یکیتپا

 يرگید حطس ره رد !𝑠 حطس زا یشان یکیتپا نادیم عیزوت

 يور رب "𝑈 یکیتپا نادیم .دشابیم هبساحم لباق اضف رد

 هدافتسا اب 1 هنیآ يور رب !𝑈 یکیتپا نادیم طسوت 2 يهنیآ
 .سکعلاب و دوشیم دیلوت ،لااب يهلداعم زا
 

 
 ]3[یکیتپا رگدیدشت :1 لکش

 

,𝑈!(𝑥 ،1 يهنیآ يور رب یکیتپا نادیم 𝑦)، هب دناوتیم g 
 هب دناوتیم يزاسادج اب هتسویپ عبات نیا و دوش میسقت ناملِا
  :دوش هتشون ریز ینوتس سیرتام کی تروص

𝑈" = 5𝑢"[1], 𝑢"[2], … , 𝑢"[𝑔]=
) 																															(2) 

 

 یکیتپا نادیم ،!𝑈 ،2 يهنیآ هب 1 يهنیآ زا ریسم یط زا سپ

 .درک دهاوخ دیلوت ار "𝑈 ینعی 2 يهنیآ يور رب

 ناملِا h هب دناوتیم زین "𝑈 لبق دننامه و شور نیمه هب
 :دوش هتشون ینوتس سیرتام کی تروص هب و دوش میسقت

𝑈! = 5𝑢![1], 𝑢![2], … , 𝑢![ℎ]=
) 																															(3) 

 

 ، 𝑈!"[𝑛,𝑚] ،1 لکش و فهشریک-لنرف لارگتنا ساسا رب

,#𝑋]زکرم اب ناملِا نیمُا 𝑛 يور رب یکیتپا نادیم 𝑌#] زا 

 زکرم اب ناملِا نیمُا𝑚 زا هتفایریثأت هک دشابیم 2 هنیآ
[𝑋$, 𝑌$] نایب ریز تروص هب و تسا 1 يهنیآ يور رب 

 :دوشیم

𝑈"![𝑛,𝑚] =
𝑖𝐾
4𝜋

' 𝐸"[𝑚]
exp(−𝑖𝐾𝜌)

𝜌
(1

	

*"
+ cos 𝛼) 𝑑𝑥 𝑑𝑦																													(4) 

 يهلصاف 𝜌 ،تسا صخشم 1 لکش رد هک روطنامه اجنیا رد
 ناملا نیمُا𝑛	 و 1 يهنیآ يور رب أدبم زا ناملا نیمُا 𝑚 نیب
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 رادرب نیب يهیواز 𝛼 ؛دشابیم 2 يهنیآ يور رب دصقم زا
 نیب لصتم طخ و 1 يهنیآ يور رب أدبم يهطقن رد لامرن
 2 يهنیآ زا دصقم يهطقن و 1 يهنیآ زا أدبم يهطقن
 زا مُا 𝑚 ناملا تحاسم #𝑆 ؛رگدیدشت لوط L ؛دشابیم
 مُا𝑚	 ناملا يور رب نادیم عبات 𝐸![𝑚] و دشابیم 1 يهنیآ
  .تسا
 اذل ،تسین ناسکی ناملا ره يور رب نادیم یلک روط هب

𝐸![𝑚] 4[:دوشیم یفرعم ریز عبات اب[ 
𝐸"[𝑚] = 𝑈"[𝑚]H𝑆ℎ𝑎𝑝𝑒(𝑥, 𝑦)L																																(5) 

 

𝑈![𝑚] يزکرم يهطقن رد نادیم 𝑚 دشابیم ناملا نیمُا 
 لاح .دوشیم نایب یسدنه تیعقوم اب اهنت 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑒 عبات و
 یکیتپا نادیم ریز تروص هب ناوتیم لااب طباور زا هدافتسا اب
 :درک یسیونزاب ار

𝑈!"[𝑛,𝑚] = 𝑈![𝑚]
𝑖𝐾
4𝜋, 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑒(𝑥, 𝑦)

	

$!

×
exp(−𝑖𝐾𝜌)

𝜌
(1 + cos 𝛼)𝑑𝑥 𝑑𝑦 (6) 

  :دوشیم هتشون ریز تروص هب هلداعم نیا يهصلاخ تلاح
𝑈!"[𝑛,𝑚] = 𝐴!"[𝑛,𝑚]𝑈![𝑚]						𝑚, 𝑛 = 1,2,⋯ , ℎ		(7) 

 
 تسادیپ لااب يهلداعم زا هک روطنامه اجنیا رد هک

𝐴!"[𝑛,𝑚] تشون ریز تروص هب ناوتیم ار: 

𝐴!"[𝑛,𝑚] =
𝑖𝐾
4𝜋, 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑒(𝑥, 𝑦)

	

$!

×
exp(−𝑖𝐾𝜌)

𝜌
(1 + cos 𝛼) 𝑑𝑥 𝑑𝑦	(8) 

 اهناملا نامدیچ يهقیرط و و رگدیدشت عون هک یماگنه
 هبساحم دناوتیم 𝐴!"[𝑛,𝑚] ،دش صخشم )يدنب شِم(

 اهنت ، cos(𝛼) و 𝜌 ینعی لارگتنا ریداقم هک ییاجنآ زا .دوش

 ،دوشیم طوبرم ناملا نیمُا𝑛 و نیمُا𝑚 یسدنه تیعقوم هب
 هبساحم ار 𝐴!"[𝑛,𝑚] کی ناوتیم اهنت 𝑛 و 𝑚 جوز کی اب
 .دومن

𝑢"[𝑛] اجنیا رد هک 𝑛زا رصنع نیمُا  𝑈" لصاح ،دشابیم 
 :تسا 1 يهنیآ اهناملا یمامت زا

𝑢![𝑛] = M 𝑈"![𝑛,𝑚]
+

,-"

= M 𝐴"![𝑛,𝑚]𝑈"[𝑚]
+

,-"

							 

𝑚 = 1,2,⋯ , 𝑔								𝑛 = 1,2,⋯ , ℎ																												(9) 
 :تشون یسیرتام مرف هب ار )9( يهلداعم ناوتیم نونکا

!

𝑢#[1]
𝑢#[2]
⋮

𝑢#[ℎ]

) = !

𝐴$#[1,1]
𝐴$#[2,1]

⋮
𝐴$#[ℎ, 1]

𝐴$#[1,2]
𝐴$#[2,2]

⋮
𝐴$#[ℎ, 2]

⋯
⋯
⋱
⋯

𝐴$#[1, 𝑔]
𝐴$#[2, 𝑔]

⋮
𝐴$#[ℎ, 𝑔]

) !

𝑢$[1]
𝑢$[2]
⋮

𝑢$[𝑔]

)

⟹ 𝑈# = 𝐴$#𝑈$																																						(10) 
 
 .دشابیم "!𝐴 ،2 يهنیآ هب 1 يهنیآ زا لاقتنا سیرتام
 يهنیآ زا لاقتنا سیرتام ناوتیم دش نایب هک قیرط نیمه هب

 یکیتپا نادیم رثا يانعم هب هک ار ) !"𝐴( 1 يهنیآ هب 2
 ؛دومن هبساحم زین ،دشابیم 1 يهنیآ يور رب 2 يهنیآ
 1 يهنیآ يور رب نادیم تشگرب و تفر کی زا سپ نیاربانب
 :دوشیم هتشون ریز تروص هب

𝑈". = 𝐴!"𝑈! = 𝐴!"𝐴"!𝑈" = 𝐴"𝑈"																							(11) 
 
!𝐴 اجنیا رد = 𝐴"!𝐴!"  ، داعبا اب 𝑔 × 𝑔 ، سیرتام 
 اب اهنت هک تسا رگدیدشت تشگرب و تفر لاقتنا سیرتام
 .دشابیم هبساحم لباق نآ یسدنه تاصخشم
 ،یکیتپا ياهرگدیدشت يزاسزاب دوخ يروئت ساسا رب
 قدص ریز يرادقمهژیو يهلداعم رد نادیم ياهرادربهژیو
 :دننکیم

𝑈". = 𝛾𝑈"																																																																			(12) 
 
 زاف زیخ و تفا و هنماد فلاتا ،هلداعم رادقم هژیو 𝛾 اجنیا رد
 .دهدیم ناشن ار
 میهاوخ ادیپ تسد ریز مهم يهجیتن هب لااب ياههلداعم اب
 :درک

𝛾𝑈" = 𝐴"𝑈"																																																															(13) 
 
 سیرتام کی ناونع هب رادرب هژیو کی ، 𝛾 رادقم کت ره
 رب رادیاپ دم کی عیزوت رگنایب هک دهدیم ناشن ار ینوتس
 ددع کی 𝛾 هک ییاجنآ زا ؛دشابیم رگدیدشت يهنیآ يور
 زاف يهیواز و هنماد فلاتا ،نآ قلطم رادقم ،تسا یموهوم
 .دهدیم ناشن ار دم نیا تشگرب و تفر ره رد زاف رییغت ،نآ
 رگدیدشت کی ياهدم عیزوت لح يارب شور نیا اب نیاربانب
 زاین هک ياهبساحم ياهشور و هدیچیپ ياهلح هار ياج هب
 هژیو يهلداعم کی ،دنراد رب نامز و نیگنس یسیون دک هب
 لماش !𝐴 لاقتنا سیرتام اذل ؛دنکیم هبساحم ار يرادقم
 .تسا رگدیدشت کی فیصوت يارب مهم تاعلاطا

 اهدُم مهس
 اب رگدیدشت و يزاوم-هحفص رگدیدشت يارب ار تابساحم
 هک تشاد رظن رد دیاب .میهدیم ماجنا ياهناوتسا ياههنیآ
 ماجنا راب کی تابساحم هکنیا لیلد هب يرادربهژیو شور رد
 لد رد ار دوخ نادیم رگید ياهشور فلاخ رب و دوشیم
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 ظاحل هب زاین و دنکیم دیلوت هرابود رگدیدشت لاقتنا سیرتام
 .تسین يدعب تشگرب و تفر رد لبق نادیم ندرک

 يزاوم-هحفص رگدیدشت

 .میدومن هبساحم 7 لنرف ددع اب رگدیدشت نیا يارب ار اهدُم
 یمامت نتشاد تسد رد دوجو اب رگدیدشت عون نیا يارب
 يارب هدننکناسون ياهدم يهمه مسر ییاناوت و ریداقمهژیو
 .میدرک هدنسب هیاپ دُم هئارا هب راصتخا

 يزاوم-هحفص رگدیدشت رد 00TEM دم يارب نادیم تدش لیافورپ :2 لکش

𝑁 اب تشگرب و تفر يدایز دادعت زا سپ ≅ 7 

 ياهناوتسا ياههنیآ اب رگدیدشت

 
 ناسون مهس نیرتشیب اب هدننکناسون دمُ 8 نامزمه تدش لیافورپ :3 لکش
!𝑔 اب ياهناوتسا ياههنیآ اب رگدیدشت رد = 𝑔" ≅ 𝑁 و 0.9 ≅ 1 

 رد هک روطنامه يزاوم-هحفص رگدیدشت رد هیاپ دُم يارب
 ددع يارب هنیآ يهبل رد نادیم تدش عیزوت تسادیپ 3 لکش

 تدش عیزوت نیا هک هچرگا ؛تسا رتکچوک ،گرزب ياهلنرف
 هب (دنتسه گرزب یفاک يهزادنا هب هک ییاهلنرف ددع رد
 رد نیا .دشابیم ناسکی ابیرقت ) 50 زا رتگرزب لاثم ناونع
 یگدیشارپ راچد دنلب جوم لوط اب ياهجوم هک تسا یلاح
 .دنوشیم يرتشیب
 يورک ياههنیآ اب رگدیدشت يارب هناگ8 ياهدم 3 لکش رد
 يهرامش شیازفا اب هک تسا هدهاشم لباق .تسا هدش مسر
 هژیو يهزادنا شهاک اب رتلااب ياهدم تمس هب تکرح و دم
 زین هکل زیاس و دنوشیم رتشیب اههرد و اههلق دادعت ،ریداقم
 طیارش و هدوب رتشیب رتلااب ياهدم رد فلاتا .دوشیم رتگرزب
 دم ره تدش عیزوت رد ددعتم ياهزیخ و تفا و هکل زیاس
 .دوشیم رتنییاپ يهبترم ياهدم اب توافتم
 هتفرگ رظن رد 9/0 ربارب رگدیدشت نیا يارب "𝑔 و !𝑔 رتماراپ
 ادیپ شهاک اههبل رد هنماد ددع نیا شهاک اب تسا هدش
 رادومن يهنایم رد نآ رادقم زا رتمک ای و ربارب و دنکیم
 .درک دهاوخ دیلوت يرت زیت لکش و دوشیم

 يریگهجیتن
 رادیاپ تلاح رد هچ اهرگدیدشت يددع لح يارب ینورپ شور
 ،دنک هبساحم ار اهدم زا يدایز دادعت دناوتیم رادیاپان هچ و
 لوط ،اههنیآ زیاس دننام رگدیدشت طیارش هب هتسب نیاربانب
 یضرع ياهدُم يهمه ناوتیم ... و لنرف ددع ،رگدیدشت
 تسدب و هبساحم نامزمه تروص هب ار رگدیدشت کی یناسون
 .داد ماجنا هنیهب شور هب ار یسیوندک و دروآ
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