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ی دلخواه مشکل آمیخته ی آن برای یک حالت، از آنجاکه محاسبهگی، مقیاس تلاقی استتنیدهای درهمیکی از مقیاس -چکیده 

برای آن معرفی شده است. در این مقاله با استفاده از این  راحتی قابل محاسبه باشند،است، یکسری حدهای بالا و پایین که به

تنیدگی رنی، حدهای تنیدگی دیگری، به نام مقیاس درهمحدها و همچنین با استفاده از ارتباط بین این مقیاس و مقیاس درهم

2ی شود. سپس با درنظرگرفتن یک سامانهتنیدگی رنی معرفی میپایینی برای درهمبالا و  بعدی، حدهای بالا و پایین این  3

 .گیرددو مقیاس و کارآیی این حدود مورد بررسی قرار می

 

تنیدگیهای بالا و پایین درهمتنیدگی رنی، حدتنیدگی تلاقی، مقیاس درهممقیاس درهمتنیدگی، درهم -کلید واژه  

 

Investigation of Upper and Lower Bounds of Renyi entanglement Measure 
 

Mahboobeh Moslehi,  Hamid Reza Baghshahi and Sayyed Yahya Mirafzali  

Department of Physics, Faculty of Science, Vali-e-Asr University of Rafsanjan, Rafsanjan 
 

 

 

Abstract- One  of the entanglement measure is the concurrence entanglement measure since it is difficult to calculate for an 

arbitrary mixed state, a series of upper and lower bounds that are easily computable are introduced for it. In this paper using 

these bounds and also the relation between this measure and the other entanglement measure, called the Renyi entanglement 

measure, the upper and lower bounds for Renyi entanglement measure are introduced. Then considering a 2 3   system, the 

upper and lower bounds of these two measures and the efficiency of these bounds are investigated.   

 

Keywords: Entanglement, Concurrence entanglement measure, Renyi entanglement measure, Upper and lower bounds of 

entanglement 

 یرن یدگیتندرهم اسیمق نییبالا و پا یحدها یبررس
 یحیی میر افضلیمحبوبه مصلحی، حمیدرضا باغشاهی و سید 
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 مقدمه -1

 نیتریکیکلاسریاز غ یکی یکوانتوم یدگیتنرهمد

را  ختهیاست. حالت آم یکوانتوم کیزیف یهادهیپد

از  یاگر نتوان آن را بصورت جمع محدب ندیگو دهیتندرهم

 ریحالت را جداپذ نصورتیا رینوشت، در غ یضرب یهاحالت

 یریجداپذ توانیم یبه سخت فیتعر نی. از آنجا که با اندیگو

 صیتشخ یبرا یاریمع افتنیکرد،  یررسب راحالت  کی

برخوردار  یاژهیو تیاز اهم یکوانتوم یهاحالت یریجداپذ

 یدگیتندرهم اهداف لازم است که مقدار  یبعض یبرا. است

تنها  یریجداپذ یارهایو از آنجا که مع میحالت را بدان کی

 نییرا تع یحالت کوانتوم کینبودن  ایبودن  دهیتندرهم

 یدگیتندرهم زانیم نییتع یبرا یاسیمق تنافی کنند،یم

 یدگیتندرهم اسیمهم است. مق اریمرکب بس یسامانه کی

 یرن یکه بر اساس آنتروپ هاستاسیمق نیاز ا یکی یرن

، ارتباط یحالت خالص دو جزئ کی ی. براشودیم فیتعر

 [:1است ] ریبصورت ز یرن یو آنتروپ یدگتنیدرهم نیب

(1 )                        ( ) ( ),AB BE S                   

(2   ) 2
1

( ) log ( ),
1

B BS tr 

 یچگال سیماتر B، و0و   1 که در آن

به سمت  ه ک یوقت ست.ا Bیسامانه ریز یافتهیکاهش

همگرا  منینو فون یبه آنتروپ یرن یآنتروپ کند،یم لیم کی

 .شودیم

( بصورت 1) ی، رابطهیجزئ دو یختهیحالت آم کی یبرا

 :شودیبسط داده م ریز

 ( ) min (| )AB i i AB

i

E p E 

(3)                              

بر  ABهای ممکن ی تمامی بسطکه در آن کمینه رو

های خالص بصورت حسب حالت

AB i i iAB
i

p حالت یبرا شود. گرفته می-

( کار چندان 3) یرابطه سازینهیدلخواه کم یختهیآم های

 .ستین ایساده

تنیدگی، مقیاس تلاقی های پرکاربرد درهمیکی از مقیاس

ای یک حالت خالص دو جزئی بصورت زیر تعریف است که بر

 شود:می

)4(                          2( ) 2(1 )AB BC tr    

 Bی ی زیر سامانهیافتهماتریس چگالی کاهش Bکه 

ی دو جزئی نیز به مانند است. برای یک حالت آمیخته

تنیدگی رنی، تعریف مقیاس تلاقی بصورت زیر یاس درهممق

 شود:بسط داده می

)5(                   ( ) min ( )AB i AB

i

C p C   

شود. ( تعریف می3ی )که در آن کمینه به مانند رابطه

 یمحدوده در (3ی )مورد نظر در رابطه ینهیکم

2 یختهیمآ هایحالت ی، برا[0.82,1.3] d یبعد 

 یدگیتنو درهم یتلاق اسیمجذور مق نیب ریز یبه رابطه

 :[2,3]شود منجر می یرن

(6)

 

( )
2

( ( )),

1 1 1 1 1
( ) log [( ) ( ) ]2

1 2 2

ABE F c AB

x x
F x

 

2های آمیخته حالت برای حالت  ی بعدی محاسبه 2

)2مقیاس تلاقی ( ))ABc   ای ه صورت تحلیلی کار سادهب

های با ابعاد بالاتر محاسبه آن به طور است، ولی برای حالت

پذیر نیست. از این رو، برای در دست داشتن تحلیلی امکان

های با ابعاد بالاتر، تنیدگی برای حالتتقریبی از میزان درهم

حدهای بالا و پایین گوناگونی برای مقیاس تلاقی در مراجع 

 صورت زیر معرفی شده است: به ]5[4,

(7              )   2 2 2 22 ( ) 2 1AB B AB Btr tr c tr      
 

پذیرهای توان آنها را بصورت چشمداشتی مشاهدهکه می 

 فیزیکی به صورت زیر نمایش داد:

 

   

   

 

 

2 2

2

(1) (2) (2)

(1) (2)

2 ,

2 1 ,

4 ,

4 ,    

AB B AB AB

B AB AB

tr tr tr v

tr tr k

v p p p

k I p

   

  

  



  

  

  

 

  

و از اینرو دارای این مزیت هستند که                   (8)

 گیری کرد. مستقیم اندازهتوان آنها را بطور می
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تنیدگی رنی، در این مقاله یک حد بالا و پایین برای درهم

((، برای 6با استفاده از ارتباط آن با مقیاس تلاقی )رابطه )

2های آمیخته حالت d کنیم. سپس با محاسبه معرفی می

ی برای تنیدگی رنحدهای بالا و پایین مقیاس تلاقی و درهم

2یک سامانه  بالا و پایین  های، میزان کارآیی حدبعدی 3

      دهیم.شده را مورد بررسی قرار میمعرفی

  

 تنیدگی رنیمعرفی حدهای بالا و پایین مقیاس درهم  -2

)با توجه به خاصیت یکنوا صعودی بودن   )F x  در بازه

( به 7توان از رابطه )((، می6)رابطه ) ه برای ذکر شد

 :]3[نامساوی زیر دست یافت 

(9)

     2 2 2 22( ) ( ) 2(1 )AB B AB BF tr tr F c F tr        
   

اکنون چون تساوی  2 ( ) ( )AB ABF c E    برقرار

لذااست  22(1 )BF tr  و 2 22( )AB BF tr tr   

تنیدگی رنی خواهند های بالا و پایین درهمبه ترتیب حد

2ی بود. حال با درنظرگرفتن یک سامانه به بررسی این  3

پردازیم که آیا اختلاف حدهای بالا و پایین مقیاس نکته می

تنیدگی رنی از اختلاف حدهای بالا و پایین درهم

  متناظرشان برای مقیاس تلاقی کمتر است یا بیشتر؟

 مثال -3

ی در این مثال یک سامانه دو جزئی، شامل یک زیر سامانه

ی سه و یک زیر سامانه 0و  1( با ترازهای Aدو ترازی )

ای به با حالت اولیه 2و  1، 0( با ترازهای Bترازی )

 گیریم:می صورت زیر در نظر

)10( 
1 1

(0) 00 ( 11 12 )
22

AB     

به صورت  یمارکوف یسامانه با معادله اصل نیا یزمان تحول 

L   ندبلاندیکه در آن عملگر ل شودیداده م L  

دو  یبرا یموضع یهاکنششامل دو جمله   متناظر با برهم

 : است ریاتم به طور جداگانه و به صورت ز

(11) † † †2 , ,
2

i i i i i i iL i A B 

به صورت زیر، تحول زمانی بالا  Bو  Aبا انتخاب 

 همدوسی دو اتم به صورت جداگانه است:وای دهندهنشان

(12                  ) 
2 0 0

1 0
, 0 1 0

0 0
0 0 0

A B 

بالا و پایین  ( حدهای9( و )7های )اکنون با استفاده از رابطه

)تنیدگی رنی را برای مقیاس تلاقی و درهم )AB t  به

های مختلف صورت تابعی از زمان محاسبه و به ازای 

 نماییم.های زیر رسم میها را در شکلنمودارهای آن

( اختلاف بین حدهای بالا و پایین 2( و )1های )در شکل

تنیدگی رنی به صورت تابعی از زمان، مقیاس تلاقی و درهم

بر حسب زمان  1.2و  0.82به ترتیب برای 

ها با توجه به رسم شده است. در این شکل tی مشخصه

گاه اینکه مقیاس تلاقی برای سامانه مورد بررسی، هیچ

بزرگتر از یک و کوچکتر از صفر نیست، بنابراین در 

هایی که حدهای بالا و پایین آن بزرگتر از یک و زمان

ها را به ترتیب برابر با یک اند، مقدار آنکوچکتر از صفر شده

 ایم.و صفر قرار داده

 
: اختلاف حدهای بالا و پایین مقیاس تلاقی )نمودار خط 1شکل 

 .0.82 گی رنی )نمودار توپر( به ازایتنیدچین( و درهم
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چین( : اختلاف حدهای بالا و پایین مقیاس تلاقی )نمودار خط2شکل 

 .1.2 تنیدگی رنی )نمودار توپر( به ازایو درهم

 و 0.82( به ازای 2( و )1های )اتوجه به شکلب

تنیدگی اختلاف حدهای بالا و پایین مقیاس درهم 1.2

رنی همواره کوچکتر از اختلاف بین حدهای بالا و پایین 

-مقیاس تلاقی است. بنابراین حد بالا و پایین مقیاس درهم

تنیدگی رنی نسبت به حد بالا و پایین مقیاس تلاقی، به 

 .ترندشان نزدیکمقدار واقعی مقیاس

 

-: اختلاف نسبی حدهای بالا و پایین مقیاس تلاقی )نمودار خط3کل ش

 .0.82تنیدگی رنی )نمودار توپر( به ازایچین( و درهم

 
-: اختلاف نسبی حدهای بالا و پایین مقیاس تلاقی )نمودار خط4کل ش

 .1.2 تنیدگی رنی )نمودار توپر( به ازایچین( و درهم

( اختلاف نسبی بین حدهای بالا و 4( و )3های )در شکل

-پایین )تفاضل حد بالا و پایین تقسیم بر حد بالا( مقیاس

تنیدگی رنی  به صورت تابعی از زمان، به های تلاقی و درهم

زمان  بر حسب 1.2و  0.82ترتیب برای 

رسم شده است. با استفاده از این نمودارها  tی مشخصه

توان تشخیص داد که کارآیی حدهای بالا و پایین برای می

تنیدگی مورد بررسی بهتر است. چنانچه کدام مقیاس درهم

( توجه کنیم خواهیم دید که 4( و )3های )که به شکل

تنیدگی رنی ی مقیاس درهماختلاف نسبی رسم شده برا

کوچکتر از اختلاف نسبی رسم شده برای مقیاس تلاقی 

-است، در نتیجه کارآیی این حدود برای مقیاس درهم

ها نشان داد که تنیدگی رنی بهتر است. همچنین بررسی

های کوچکتر نسبت به نمودار اختلاف نسبی برای 

گیرد و این یعنی اینکه کارآیی تر قرار میهای بزرگتر پایین

های تنیدگی  رنی برای حدهای بالا و پایین مقیاس درهم

 .کوچکتر بهتر است

 گیرینتیجه -4

تنیدگی رنی در این مقاله یک حد بالا و پایین برای درهم

تلاقی و ارتباط آن با  )بر اساس حد بالا و پایین مقیاس

تنیدگی رنی( معرفی شد. سپس در یک مثال نوعی، درهم

تنیدگی رنی کارآیی این حدها در تعیین مقدار دقیق درهم

دهد که در مثال مورد بررسی قرار گرفت. نتایج نشان می

0.82ی ذکر شده برای بازه کارآیی این حدها  1.3

 . و پایین تلاقی بهتر استدر مقایسه با حد بالا
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