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 پذیر در مختصات قطبیجدایی بعدی ای دوساختارهای دوره راش ازپ
 1داود حبریو  2، 1سیف اله رسولی ، 1خزایی علی محمد

 ه تحصیلات تکمیلی علوم پایه، زنجانفیزیك دانشگا دانشکده1

 ه تحصیلات تکمیلی علوم پایه، زنجاندانشگامرکز پژوهشی اپتیك،   2
 

شناسی و ای هستند و کاربردهای متعددی در اپتیک فوریه، سنجهیک و دو بعدی در اپتیک حائز اهمیت ویژهای ساختارهای دوره –چکیده 

وابستگی ف و صرفاً در دستگاه قطبی تعریی که تابع عبور آنها دوبعدی ا ساختارهایپراش از   در اینجا به بررسی .دارندهای نوری گیریاندازه

تصات رال فرنل در مخانتگ ا نوشتنابتدا بنامیم. را توری شعاعی می ای باشد این نوع ساختاروابستگی دورهین ااگر  ،پردازیممی دارد ایزاویه

ت هنکل پردازیم. نتیجه بصورت یک بسط برحسب تبدیلامی ندپذیرهای که تابع عبور آنها در مختصات قطبی جداییساختارقطبی پراش از 

 .کنیمرا بررسی می فازی توری شعاعی مورد خاص با استفاده از فرمول بندی کلی بدست آمده سآید. سپقسمت شعاعی تابع عبور بدست می

 دو بعدیای رهدوترین ساختار شعاعی فازی بعنوان ساده توری از بررسی پراش سازی و کارهای تجربیِبرآوردهای شبیهنتایج محاسبات نظری، 

  .نظری دارد هایای و تحلیلسازی رایانهبا نتایج شبیهسازگاری خوبی تجربی  مشاهدات شود.جدایی پذیر در مختصات قطبی ارائه می فازیِ

 
  .ساختارهای دو بعدی جدایی پذیر، پراش ، مختصات قطبی، توری شعاعی فازی -کلید واژه

Diffractions from 2D periodic structures separable in polar coordinates    
 

Ali Mohammad Khazaei1, Saifollah Rasouli 1, 2, and Davud Hebri1 
1 Department of Physics, Institute for Advanced Studies in Basic Sciences (IASBS), Zanjan, Iran, 
2 Optics Research Center, Institute for Advanced Studies in Basic Sciences (IASBS), Zanjan, Iran 

Abstract- One and two-dimensional periodic structures are important in optics and they have numerous applications in the Fourier 

optics, optical measurements, and metrology. In this paper, diffraction from 2D structures in polar coordinate system having only 

angular dependency is investigated.  If the dependency to be periodic then the structure so called radial grating. By use of Fresnel 

integral in the polar coordinate system we will investigate the diffraction of 2D separable structures in the polar system.    The 

diffraction amplitude is obtained as a series of Henkel transformations. The theoretical approach is implemented to the case of 

radial phase grating.  In addition, experimental work on the investigation of the diffraction from radial phase gratings having 

different periods and corresponding simulations are presented. Experimental works have a good consistent with the results of 

computer simulations and theoretical analyses. 

Keywords: separable 2D periodic structures, diffraction, polar coordinates, phase radial grating.  
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 مقدمه -1

 هایاستفاده که ها از پرکاربردترین ادوات نوری هستندتوری

های های مختلف علم نورشناسی و فناوریمتعددی در شاخه

ها، انواع یك و دو ترین نوع توری. متداول]1[مرتبط دارند

بعدی آنها هستند که در دستگاه مختصات دکارتی ساختار 

-ش از چنین توریبررسی پراای دارند. عبوری یا فازی دوره

ارائه جزئیات انجام شده است.  با های متعدد وی با روشیها

های کلاس دیگری از ساختارهای دو بعدی یا توریاما 

توان معرفی کرد که تناوب آنها در دستگاه دوبعدی را می

مختصات قطبی تعریف شود. فرض کنید روی ورقه شفاف و 

تابع عبور این  ای از نوارهای هم مرکز کهمسطحی، مجموعه

نوارها، یك در یك میان، مقادیر صفر و یك و یا مقادیر 

نزدیك به آنها باشند و زاویه مابین هر دو نوار مجاور برابر 

را توری شعاعیِ ترسیم کنیم آنگاه چنین ساختاری را باشد 

نامیم. چنانچه تابع عبور دامنه این نوارها تغییر ای میدامنه

ای منتسب به این نوارها بطور دوره ه نورینکند در عوض را

 تغییر کند، آنگاه توری شعاعی فازی را خواهیم داشت. 

های شعاعی کاربردهای مختص خود توریذکر است  شایان

اش میدان دور و نزدیك از بررسی طرح پرپیشتر و  ]2[دارند

ای توسط نویسندگان مقاله با های شعاعی دامنهتوری

کیرشهف و -فرنل مبتنی بر انتگرالاستفاده از روشی متفاوت 

  .]3[تعریف تابع عبور نهشتی ارائه شده است 

اثر توری شعاعی فازی روی جبهه موج فرودی بلافاصله  بعد 

فاز است. لذا تولید یا ای دورهمدولاسیون  ،از عبور از آن

ساخت توری فازی معادل با مهیا کردن محیطی برای 

به یکی توان ون فاز را میمدولاسیمدولاسیون فاز نور است. 

های مدولاسیون مستقیم فاز و مدولاسیون فاز به از روش

آرایه دو روش هولوگرافی انجام داد. در این کار با استفاده از 

-ساختار توری فازی شعاعی تامین می LCD بعدی یك عدد

 شود.

شعاعی فازی  تجربیِ بررسی پراش از توری نتایجدر این کار 

ای دو بعدی فازیِ جدایی پذیر ترین ساختار دورهبعنوان ساده

-همچنین برآوردهای شبیه شود.در مختصات قطبی ارائه می

 شود.ارائه می Matlabسازی متناظر با استفاده از نرم افزار 

ای و سازی رایانهبا نتایج شبیه مشاهدات تجربی توافق خوبی

  است. های نظریتحلیل

استفاده  یک باتوصیف پراش میدان دور و نزد -2

 کیرشهف -از انتگرال فرنل

),(فرض کنیم yxfو),( yxg ی مختلط میدان نوری به دامنه

zzو 0zترتیب در  4[ باشند، در تقریب فرنل داریم[: 

(1)   ' 2 ' 2[( ) ( ) ] ' '' '( , ) ( , )e ,
0

i x x y yg x y h f x y dx dy     

که در آن 
z





  عدد موج و

0

ikze
h

i z
 و طول موج نور

و  در خلأ


2
k  مختصات دکارتیهستندعدد موج .x 

توان بر حسب مختصات قطبی به صورت زیر را می yو

 نوشت:

(2)       cos , cos ,

sin , sin ,

x r x r

y r y r

 

 

   

   

 

 خواهیم داشت: (1معادله )در انتگرال  آنها با جاگذاریکه 

(3)
2 2

2

2 cos( )

0 0

(r, ) f(r , ) e .
0

i r i r i rrg h e r dr d e



      


         

بر حسب  0zبا فرض اینکه دامنه مختلط در صفحه 

  :ی پذیر باشد، یعنیمختصات قطبی جدای

(4         )                            f(r , ) f (r ) f ( ),R 
    

 توان بصورت زیر نوشت:( را می3رابطه )

(5)      
2

2
2

2 cos( )

0 0

(r, )
0

(r ) f ( ) e .

i r

i r i rr

R

g h e

r dr f e d




   



 


   





     

 

 :]5[ خواهیم داشت آنژه یژاکوب با استفاده از اتحاد

 (6)        2 cos( ) ( )e ( ) (2 ) ,i rr m im

mi J rr e    


     



  

که در آن
mJ  نشان دهنده تابع بسل مرتبهm باشد. می

fهمچنین تابع  ( )
  ی به صورت زیر فوریهرا برحسب سری

 :]5[ بسط داد

(7    )                                  f ( ) .in

n

n

c e 








   

 ( خواهیم داشت:5( در رابطه )7)( و 6با جاگذاری روابط )

(8)     
2

2

0

(r, ) 2
0

( ) (r ) (2 r ),

i r

m im i r

m R m

m

g h e

c i e r dr f e J



 

 










    

 

rکه در آن 

z



 باشد. با توجه به تعریف تبدیل می

 :]6و5[ خواهیم داشت mهنکل مرتبه 
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(9)                    
2

2

(r, )
0

( ) { (r) },

i r

m im i r

m m R

m

g h e

c i e H f e



 











      

که در آن
mH نشان دهنده تبدیل هنکل مرتبهm  است و

 شود:بصورت زیر تعریف می

(10)        
0

{ (r)} 2 ( ) (2 ) .m mH f f r J r r dr 


  

در ادامه، بعنوان یك مثال خاص پراش از یك توری شعاعی 

 شود.فازی با استفاده از فرمول بندی معرفی شده بررسی می

ر و نزدیک یک توری پراش میدان دو -1-2

 شعاعی

توری شعاعی فازی یك نوع توری دارای تکینگی فازی 

)0cos است،که ضریب عبور آن بصورت )
( )

i n
t e

 
  است که 

در آن
0n  یك عدد صحیح مثبت )بار توپولوژیکی( برابر تعداد

باشد. اگر نور تخت همدوس از چنین های توری میپره

 ی عبور کند دامنه مختلط آن بصورت زیر خواهد بود:ساختار

(11)                                  0cos(n )
f(r , ) .

i
e

 
   

گیریم که  ( نتیجه می4ی این رابطه با رابطه )با مقایسه

f (r ) 1R
  :و 

(21)        0 0cos(n ) n
f ( ) ( ) ( ) .

i i qq

q

q

e i J e
   


 





    

استفاده شده است.  آنژه یاکوبژ اتحاداز دیگر یکبار  در اینجا

یابیم که بسط فوریه ( در می7با مقایسه رابطه اخیر با رابطه )

f ( )
تنها به ازای

0n q n  غیر صفر است. در نتیجه دامنه

از توری شعاعی فازی، با  zمختلط میدان نوری در فاصله 

 شود:( بصورت زیر محاسبه می9ابطه )توجه به ر

(31)         
2

2
0 0

0

(r, )
0

( ) ( )( ) { }.

i r

q n i q nq i r

q q n

q

g h e

i J i e H e



 










 

  

 توان به شکل زیر نوشت:رابطه بالا را می

(41)    
2 2

2
0

0

0 0

( 1)

0

1

(r, ) [ ( ) H { }
0

( ) ( ) { }cos( )],

i r i r

q n i r

q q n

q

g h e J e

i J H e q n

 



 

 








 

 

 برای تبدیل هنکل استفاده شده است زیر که در آن از ویژگی

(51    )                H { (r)} ( 1) H { (r)}.m

m mf f   

-ل مورد نیاز در اینجا بصورت زیر محاسبه میت هنکتبدیلا

 :]7و3[شوند

(61 )    

2 2

2

2

2

0

3

2

2 2
8 4

1 1

2 2

H {e } ( )e

{e } ( )
4

( ) ( ) ,
8 8

i

i r

i r

m

b m
i

m m

i

b
H

b b
e J i J

 
 















 



 
   

 
 





 
 

 

 

  باشد.می 2bکه در آن 

(17 ) 

' 2

0 0

0

1

' 2 ' 2

1 1 0

2 2

( , ) [ ( )

{ ( ) ( )}cos( )],

i r

q

q

q n q n

g r J c r e

J r i J r q n

 








 

 




 

 که در آن 

(81   )            

0

0( 1)q2
2

( ) (i) ( ) ,

( ) ,
2

q n

n

q qc J i

r
r

z









 

 

  

rباشد ومی  بعد متناسب با فاصله شعاعیکمیتی بیr 

 1نتایج حاصل از تحلیل الگوی پراش را در شکل است. 

 ایم.نمایش داده

 
های فازی با توری برای r': طرح پراش بر حسب شعاع بی بعد1شکل 

 هایتعداد پره
0 50n ،

0 75n  و
0 100n   که با استفاده روابط

 .اندتحلیلی بدست آمده ترسیم شده

 سازی و کار تجربینتایج شبیه -3

اقدام به شبیه سازی انتشار نور  ،برای بررسی نتایج تحلیلی

 های باهمدوس از توری
0 50n ،

0 75n  و 
0 100n    در

نشان داده  2، این نتایج در شکل ایمنمودهفواصل مختلف 

برای کار تجربی این مساله از هماهنگ دوم لیزر  اند.شده

یك قطبشگر، یك  ،532nmبا طول موج  Nd-YAGدیودی

پالایه فضایی و یك عدسی برای تامین جبهه موج تخت و 

-تر که الگوی توریمتصل به سیستم کامپیو  LCDیك عدد 

های های شعاعی فازی با تعداد پره
0 50n  ،0 75n   و

0 100n  ایم.کرد استفاده کردهرا تولید می 
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از میان سه توری شعاعی نتایج شبیه سازی انتشار جبهه موج  2شکل 

 هایبا تعداد پره فازی
0 50n ،

0 75n  و
0 100n  در فواصل

150cm 470 وcm  آنهااز. 
 

نور برابر  در ونیمدولاسگر تلفیق روی هابا مدوله کردن توری

عکس  از طرح پراش در فواصل مختلفو تخت قرار دادیم 

 بدست آمد. 3 نتایج شکلکه  ایمبرداری نموده

 گیرینتیجه -4

-ای دو بعدی جداییکار، ابتدا ساختارهای فازی دوره در این

-پذیر در دستگاه مختصات قطبی معرفی شد. سپس فرمول

بندی طرح پراش نور تخت از این نوع ساختارها در حالت 

ترین مثال از ساختارهای کلی  ارائه شد. سپس بعنوان ساده

پذیر در مختصات قطبی، ای دو بعدی جداییفازی دوره

شد. شعاعی فازی ارائه  ربیِ پراش از توریبررسی تج

سازی متناظر با استفاده از نرم همچنین برآوردهای شبیه

نتایج محاسبات نظری،  ارائه انجام گرفت. Matlabافزار 

دهد که برخلاف سازی و مشاهدات تجربی نشان میشبیه

های پراش های رانکی که طرحهای پراش از توریطرح

زدیك با هم فرق دارند در این نوع از های دور و نمیدان

های دور ، هر دو میدان]3[ای آنها ها، همانند نوع دامنهتوری

های مشابهی دارند بطوریکه با دور شدن از و نزدیك طرح

 کند. توری شکل کلی طرح پراش تغییر نمی

 
از میان سه توری شعاعی انتشار جبهه موج بررسی نتایج تجربی  3شکل 

های عداد پرهبا ت فازی
0 50n ، 

0 75n  و 
0 100n   در فواصل

150cm 470 وcm ی آرایهها سایه هندسی پنجرهاز آنها. در این طرح 
LCD شود.هم دیده می  
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